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The experience of the past certainly points to conservatism in the use of symbols in 
elementary instruction. . . . The conclusion reached here may be stated in terms of 
two schoolboy definitions for salt. One definition is, "Salt is what, if you spill a 
cupful into the soup, spoils the soup. " The other definition is, "Salt is what spoils 
your soup when you don't have any in ii. " 
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(Cajori 1928a: 431) 
Ti tel: Algebraiese sim bole: Die historiese ontwikkeling, gebruik en onderrig 
daarvan. 
OPSOMMING 
Die gebruik van simbole maak wiskunde eenvoudiger en kragtiger, maar ook 
moeiliker verstaanbaar. Laasgenoemde kan voorkom word as slegs eenvoudige en 
noodsaaklike simbole gebruik word, met die verduidelikings en motiverings in 
woorde. 
Die krag van simbole le veral in die feit <lat simbole as substitute vir konsepte kan 
<lien. Omdat die krag van simbole hierin le, skuil daar 'n groot gevaar in die gebruik 
van simbole. Wanneer simbole los is van sinvolle verstandsvoorstellings, is daar geen 
krag in simbole nie. Dit is die geval met die huidige benadering in skoolalgebra. 
Voordat voldoende verstandsvoorstellings opgebou is, word daar op die manipulasie 
van simbole gekonsentreer. 
Die algebraiese historiese-kenteoretiese perspektief maak algebra meer betekenisvol 
vir leerders. Hiervolgens moet die leerlinge die geleentheid gegun word om 
oplossings in prosavorm te skryf en self hul eie wiskundige simbole vir idees spontaan 
in te voer. Hulle moet self die voordeel van algebralese simbole beleef. 
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Title: Algebraic symbols: Historical evolution, use and instruction. 
SUMMARY 
The use of symbols in algebra both simplifies and strengthens the subject, but it also 
increases its level of complexity_ This problem can be prevented if only simple and 
essential symbols are used and if the explanations are fully verbalised. 
The power of symbols stems from their potential to be used as substitutes for 
concepts_ As this constitutes the crux of mathematical symbolic representation, it 
also presents a danger in that the symbols may not be comprehended_ If symbols are 
not related to mental representations, the symbols are meaningless. This is the case in 
the present approach to algebra_ Before sufficient mental representations are built, 
there is a concentration on the manipulation of symbols. 
The algebraic historical epistemological perspective makes algebra more meaningful 
for learners. Learners should be granted the opportunities to write their solutions in 
prose and to develop their own symbols for concepts. 
Key terms: Mathematical symbols; Mathematics education; Symbolism; Notation; 
Teaching of algebra; Power of symbols; Concept formation; Algebraic language 
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1. Agtergrond en oorsig van die studie 
1.1 ln/eiding 
Wiskundige simboliese notasie, soos wat dit vandag gebruik word, is 'n relatief nuwe 
verskynsel in algebra. Vandag is algebra sonder simbole ondenkbaar, hoerskool-
leerlinge in Suid-Afrika se boeke wemel van simbole en hulle word daagliks in die 
wiskundeklaskamers geteister met verskillende simbole. De Morgan (soos aangehaal 
deur Cajori, 1928b: 327) het alreeds in 1842 teen die oormatige gebruik van simbole 
gewaarsku: "To much abbreviation may create confusion and doubt as to the 
meaning ... ". Maar aan die anderkant se Blackhouse et al. (1992: 114) dat die krag 
van wiskunde juis in die gebruik van simbole le. Hy glo verder: 
"With poor notation for their arithmetic, the ancient Greeks made little progress 
with arithmetic and algebra although their smdy of geometry flourished". 
Die vraag is of daar 'n wyse bestaan waarop simbole gebruik kan word sodat die krag 
daarvan ten voile benut word sonder om die betekenis van wiskunde prys te gee? 
Simbole soos ons dit vandag ken is 'n bondige en akk:urate skryfwyse wat 
internasionaal aanvaar word. Omdat simboliese notasie so kort en goed gedefinieer 
is, is wiskundiges en wiskundeonderwysers geneig om baie van simboliese notasie 
gebruik te maak. Simbole speel so 'n belangrike rol in wiskunde, maar veral in 
algebra en in die geskiedenis van algebra, dat Kieran (J 992: 391) algebra definieer as: 
" ... the branch of mathematics that deals with symbolizing general numerical 
relationships and mathematical structures and with operating on those 
structures". 
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Dit gebeur egter dikwels dat leerlinge probleme ervaar rondom die gebruik van 
algebrarese notasie en daarom ook probleme met algebra self ondervind. Kieran 
( 1992: 390) h~t bevind dat baie hoerskoolleerlinge nie die basiese algebrarese 
konsepte en vaardighede in probleemoplossingsituasies kan gebruik nie. Leerlinge 
vind dit moeilik om 'n probleem wat in woorde gestel is in algebrarese notasie uit te 
druk. Die vraag is of dit nou werklik nodig is om 'n probleem in algebrarese notasie 
te beskryf voordat dit opgelos kan word? Is simbole noodsaaklik of slegs gerieflik en 
hoeveel simbole moet in die onderrig en leer van wiskunde op hoerskool gebruik 
word? Maak ons nie dalk heeltemal te veel gebruik van simbole nie? Sonder 'n 
historiese oorsig kan hierdie vrae nie beantwoord word nie. Die redes vir die ontstaan 
van algebraiese notasie kan uit die geskiedenis bepaal word en die noodsaaklikheid 
van die gebruik van simbole in algebra hieruit bepaal word. 
1.2 Relevansie van die studie 
Daar word toenemend klem gele op probleemoplossing in die onderrig van wiskunde. 
Maar om wiskundige kennis in probleemsituasies toe te pas moet die leerlinge die 
inhoud werklik verstaan. Daarom moet die ontwikkeling van verstaan volgens 
Hiebert en Carpenter (1992: 134) 'n basiese uitgangspunt van wiskundeonderrig wees. 
Die vraag wat ontstaan is op watter wyse algebra onderrig moet word sodat dit 
"verstaan" tot gevolg sal he? 
Ralstone ( 1988: 33) het vyf doelstellings vir die sekondere wiskundekurrikulum in die 
jaar 2000 geldentifiseer. Een van hierdie doelstellings is om die leerlinge se 
simboolbegrip te ontwikkel. Hy verduidelik dit soos volg: 
"This means that, throughout the curriculum, there needs to be a focus on the 
following issues: 
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Representation - the ability to represent problems in symbolic form, to use 
and interpret these symbolic representation as variables and 
in relations, expressions and equations. 
Operations the ability to identify the symbol manipulations necessary to 
solve problems expressed in 'J'ffibolic form ... 
Interpretation - the ability to draw inferences from symbolic quantities and 
the results of the processing of symbolic quantities and to 
subject these results to appropriate test for accuracy and 
reasonableness''_ 
Kieran (1992: 413) het bevind dat die historiese-kenteoretiese perspektiefvan algebra 
dit meer verstaanbaar en betekenisvol vir die leerders maak. Volgens Harper (1987: 
85) se bevindings is die rede hiervoor dat algebralese konseptuele ontwikkeling op 
dieselfde wyse plaasvind as waarin algebra histories ontwikkel het. Poincare, 
Branford en Polya (in Harper 1987: 75) beveel daarom aan dat die inhoud van 
wiskunde in dieselfde volgorde as waarin dit oorspronklik histories ontwikkel het, aan 
die leerders bekend gestel moet word. Die leerders moet vol gens Polya (in Harper 
1987: 75) tydens die onderrig hierdie groot stappe van die wiskundiges herontdek. 
Harper ( 1987: 85) sluit hierby aan: " ... the sequencing of conceptual acquisition 
appears to parallel that which is to be detected through a study of history of 
mathematics". Hy kom clan ook tot die volgende gevolgtrekking: 
"Here the study suggest that across all topic areas in mathematics there is a rich 
and potentially profitable field of research and guidance upon curriculum 
sequencing might be sought through an historical analysis of its development''. 
1.3 Probleemstelling 
In hierdie studie word die krag wat in die gebruik van algebraiese simbole gesetel is 
aangetoon. Daar is egter ook baie nadele verbonde aan die gebruik van simbole. Die 
grootste hiervan is dat simbole wiskunde moeilik verstaanbaar maak. Die vraag is 
hoe noodsaaklik die gebruik van simbole regtig is en tot watter mate en wyse simbole 
in algebra en in die onderrig daarvan gebruik moet word? 
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1.4 Doelstellings 
In die soeke na 'n oplossing van hierdie sentrale probleemstelling word die historiese 
ontwikkeling van algebrarese simbole ondersoek. In hierdie ondersoek is gepoog om 
antwoorde op die volgende vrae te verstrek: 
• Wat is die rol en betekenis van algebralese simbole in wiskunde? 
• Op watter wyse het algebralese simbole histories ontwikkel? 
• Watter fases is daar in die ontwikkeling van simbole? 
Antwoorde op die volgende vrae moet egter ook verstrek word: 
• Watter voor- en nadele hou die gebruik van simbole in? 
• Op watter wyse moet algebralese simbole gebruik word om die voordele daarvan 
maksimaal te benut en die nadele te vermy? 
• Watter onderrigimplikasies is opgesluit in die gebruik van notasiewyses? 
1.5 Metode van ondersoek 
Die navorsingsmetode is die versameling van gegewens: historiese gegewens, 
standpunte, denkrigtings en teoriee binne die ontwikkeling en gebruik van algebralese 
simbole; die teoretiese deurdenking en sistematiese besinning daaroor; die evaluering 
daarvan sowel as die verrekening van die onderrigimplikasies. 'n Rede waarom 'n 
literatuurstudie oor hierdie tema onderneem is en nie 'n empiriese studie nie, is omdat 
daar tot dus ver baie min navorsing in Suid-Afrika hieroor gedoen is. 
1.6 Terreinafbakening 
Hierdie studieterrein word begrens deur die verrekening van die rol van die 
simboliese aspek in getal en ruimte soos vergestalt in die wiskunde. Die simboliese 
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ofteken-aspek van die werklikheid besit die vennoe om te kan beteken. Enige woord 
of entiteit besit 'n teken-funksie. Sou ons slegs let op die betekenis aktiwiteit van die 
mens waar dit gaan oor tekens en simbole, kan ons van die linguale praat. Daarom le 
die simboliese notasie in die veld van die linguale en dit is die taal. In wiskunde word 
twee tale gevonn deur die gebruik van wiskundige simbole en woordsimbole. In die 
implikasie-ondersoek van die studie, beperk die navorser horn tot die junior en senior 
sekondere skoolfase van wiskundeonderwys. Om hierdie rede word net daardie 
algebralese simbole wat betrekking het op die junior en senior sekondere vlak 
behandel. 
1. 7 Begripsomskrywing 
1. 7.1 Algebra 
Algebra is die studie van wiskundige strukture. Onder die tenn algebra word hier 
alles ingesluit wat die algebra hoerskoolsillabus in Suid-Afrika tans dek. Dit wil se 
die begrip algebra sluit differensiaalrekening in. 
1. 7.2 Simbool 
Vir die doel van hierdie studie word 'n simbool gesien as 'n teken wat dien as 
substituut vir sekere wiskundige begrippe, bewerkings, idees of getalle (bekendes 
sowel as onbekendes). 
1.8 Verloop van die ondersoek 
Die wyse waarop die ondersoek verloop, word soos volg uiteengesit: 
In Hoofstuk 2 word die historiese ontwikkeling van algebrafese notasie onder die loep 
geneem. 
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In Hoofstuk 3 word gekonsentreer op die krag van algebraiese notasie. Die rede 
waarom simbole eerder as woorde gebruik word, word bepaal. Die krag van 
algebraiese simbole in meetkunde word met behulp van 'n voorbeeld gedemonstreer. 
Hoofstuk 4 word gewy aan die voordele wat algebraiese simbole inhou. 
In Hoofstuk 5 word aandag gegee aan die gebruik van algebraiese simbole. Die 
hoeveelheid, as ook die wyse waarop algebraiese simbole gebruik moet word, is hier 
van belang. Ook word hier aandag gegee aan die wyse waarop wiskundiges in die 
verlede simbole gebruik het en ook aan die hoeveelheid simbole wat gebruik is. Uit 
hierdie historiese oorsig kan die noodsaaklikheid al dan nie, van algebraiese notasie 
bepaal word. 
Hoofstuk 6 is 'n poging om riglyne vir die gebruik van algebraiese notasie in die 
onderrig van algebra neer te le. Die hoeveelheid simbole en die tydstip in die 
onderrigproses wanneer daar van simbole gebruik gemaak moet word, is hier van 
belang. In hierdie afdeling word dus gepoog om die mees effektiewe wyse te bepaal 
waarop algebraiese simbole in die onderrig van algebra gebruik moet word. 
In Hoofstuk 7 word die bevindings saamgevat, enkele gevolgtrekkings gemaak en 
sekere aanbevelings word aan die hand gedoen. 
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2. Die historiese ontwikkeling van algebra"iese 
notasie 
2. 1 Doelstelling 
In hierdie hoofstuk word die wyse bepaal waarop die historiese ontwikkeling van 
algebrarese simbole plaasgevind het. Die .doel hiermee is om die stadia, die wyse en 
die volgorde waarin algebrarese simbole ontwikkel het te identifiseer. Ook word daar 
na die redes gesoek waarom daar in algebra eerder van simbole as van woorde 
gebruik gemaak word. Die wyse waarop en die redes waarom wiskundiges self 
simbole gebruik, is hier ook van belang. 
2.2 lnleiding 
Algebra is 'n Latynse verbuiging van die Arabiese woord al-jabr, wat die eerste keer 
in die werk Al-kitab al-muhtasar ft hisab al-jabr wa-1-muqabala gebruik is (Baumgart 
1989: 234; Monna 1980: 6). Hierdie werk is deur al-Khwarizmi 825 n.C. in Bagdad 
geskryf. 'n Letterlike vertaling van die boek se titel is "wetenskap van restourasie en 
opposisie", maar 'n meer wiskundige vertaling sal wees "wetenskap van oorbringing 
en kansellasie" (Arndt 1983: 669; Smith 1953: 389). As gevolg van hierdie werk is 
algebra gesien as die studie van vergelykings (Groza 1968: 249). Die woord algebra 
het vandag 'n baie wyer betekenis. Onder elementere algebra verstaan ons die studie 
van vergelykings en die oplos daarvan, terwyl ons onder modeme of abstrakte algebra 
die studie van sekere wiskundige strukture verstaan. As ons onder die studie van 
vergelykings die oplos van die vergelyking a.x2 + bx + c ~ 0, uitgedruk in hierdie 
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simbole verstaan, clan begin die geskiedenis van algebra eers in die sewentiende eeu. 
As ons dit nie beperk tot hierdie spesifieke simbole nie, clan kon dit moontlik in die 
derde eeu begin bet. As ons meetkundige oplossings van die bogenoemde probleem 
ook toelaat, sonder enige algebraiese simbole, clan begin die geskiedenis van algebra 
alreeds in die vyfde eeu voor Christus. lndien ons egter onder die studie van 
vergelykings die oplos van enige probleme verstaan wat ons algebralese kan oplos, 
alhoewel dit eers deur raaiskote opgelos is, bet die geskiedenis van algebra alreeds 
v66r 1800 v.C. begin (Smith 1953: 378). Die navorser vereenselwig horn met die 
laasgenoemde siening. 
Volgens Hooper (1948: 65) en Kline (1972: 8) is een van die oudste wiskundige 
probleme ter wereld: "Hau, its whole, its seventh, it make nineteen". Die woord hau 
is deur die ou Egiptenare gebruik om enige onbekende hoeveelheid in 'n wiskundige 
probleem mee voor te stel. In Afrikaans sal die probleem soos volg klink: Daar is 'n 
getal sodat as die getal by 'n sewende daarvan getel word clan is die resultaat 
negentien Hierdie probleem is in die Ahmes papirus gevind. Volgens Hooper (1948: 
65) is dit 'n kopie van 'n ouer papirus wat ongeveer 2200 v.C. geskryf is. As hierdie 
probleem eers in simboliese vorm uitgedruk word, is dit 'n eenvoudige taak om die 
oplossing te bepaal. Hierdie probleem kan opgelos word deur die vergelyking 
x +cf = 19 op te Jos. Hooper (1948: 65) bet bevind dat hierdie moderne 
oplossingsmetode ongeveer 'n tiende van die tyd neem wat dit sou duur om die 
gegewe oplossing in die Ahmes papirus net deur te lees. 
Maar waar kom hierdie arbeid- en tydbesparende wiskunde, wat simboliese algebra 
genoem word, vandaan? Die ontwikkeling van algebraiese simbole bet deur drie 
fases gegaan: 'n retoriese fase, 'n sinkoperende fase en simboliese fase (Groza 1968: 
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250). G.H.F. Nesselmann het alreeds in 1842 hierdie drie fases waarin simboliese 
algebra ontwikkel het gerdentifiseer (Eves 1980: 126; Smith 1953: 379). Hierdie 
fases strek vanaf 1700 v.C. tot ongeveer 1700 n.C. en word gekenmerk deur die 
stelselmatige ontdekking van simbole en die oplos van vergelykings deur verskillende 
metodes (Baumgart 1989: 234 ). Smith ( 1953: 379) wys daarop dat hierdie fases 
histories oorvleuel het en dus nie eksak geskei kan word nie, alhoewel ons tussen 
hulle kan onderskei. Diophantus het byvoorbeeld van sekere eienskappe van al drie 
fases gebruik gemaak (vergelyk paragraaf2.3.1 ). 
2.3 Retoriese fase 
2.3.1 Algebra in Babilonie 
Algebra is oorspronklik afkomstig van Babilonie en Egipte (Kline 1972: 22). Die 
volgende probleem (Tabel 2.1) uit Baumgart (1989: 235) is 'n voorbeeld van 'n 
retoriese probleem afkomstig van Babiloniese algebra. Dit is 'n tipiese probleem wat 
op die spykerskrif-kleitablette gedurende die bewind van koning Hammurabi, 1700 
v.C., gevind is. Ons gebruik die Arabiese desimale notasie in plaas van die 
oorspronklike basis-sestig spykerskrifnotasie in die beskrywing van die probleem. 
Die oplossingsmetode is herhaaldelik in soortgelyke probleme deur die Babiloniers 
gebruik (Baumgart 1989: 234; Kline 1972: 8; McMillan 1984: 63). Hierdie 
algebrarese probleme is verbaal gestel en opgelos (Kline 1972: 9). Woorde soos us 
(lengte), sag (breedte), en a§a (area) is dikwels as onbekendes gebruik omdat die 
meeste algebrarese probleme hulle oorsprong in meetkundige situasies gehad het 
(Kline 1972: 9). Volgens Kline (1972: 9) is selfs die meeste meetkundige probleme 
algebrares opgelos. 
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Tabet 21 
Babiloniese wiskunde Moderne wiskundige notasie 
Lengte, breedte. Ek het lengte met breedte 
vermenigvuldig om 'n area van 252 te kry. Ek het 
die lengte en breedte opgetel: 32. Benodig: Iengte 
en breedte 
Gegee: 32 die som; x+y=k 
252 die area xy=P 
Antwoord: l 8 lengte, 14 breedte 
Die volgende metode is gevolg: 
Kry die helfte van 32 k 2 
16x 16=256 (4)2 
256 - 252 = 4 (t)2- p = (2 
Die vierkantswortel van 4 is twee ~{f)2 -P =t 
16 + 2 = 18 lengte f+I = X 
16 - 2 = 14 breedte l.._t-y 2 -
Toets: Ek het 18 lengte met 14 breedte {f+t}(f-1)= •; -t 2 = P=xy 
vermenigvuldig. 
18 x 14 = 252 area 
Die probleem in tabel 2. I is belangrik omdat die Grieke dieselfde oplossingsmetode 
gebruik het (sien paragraaf 2.2.3) in die algebrafese meetkunde van Euklides. Dit is 
net in terme van segmente, oppervlaktes en meetkundige figure gedoen. Alhoewel 
die Babiloniese wiskundiges 'n groot verskeidenheid vergelykings kon oplos, was dit 
die gebrek aan simbole wat hulle verhinder het om algemene oplossings daar te stel 
(McQualter 1983:1) 
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2.3.2 Algebra in Egipte 
Algebra het gedurende dieselfde tyd in Egipte verskyn as wat dit in Babilonie sy 
verskyning gemaak het. Die Egiptiese dokumente, die Rhind- en Moscowpapirus, 
dateer respektiewelik vanaf ongeveer 1850 v.C. en 1650 v.C. Volgens die Rhind- en 
Moscowpapirus is die oplossingsmetodes van die Egiptenare nie so gesofistikeerd 
soos die van die Babiloniers nie (Baumgart 1989: 237). Hulle het die probleme deur 
skatting opgelos en die metode staan bekend as "Rule of False Position" en is tot so 
laat as die sestiende eeu gebruik (Hooper 1948: 78). Die beperkte Egiptiese algebra 
het prakties geen simbole bevat nie, net die voete van 'n man wat vorentoe en agtertoe 
stap is onderskeidelik vir optelling en aftrekking gebruik (Kline 1972: 9). 
2.3.3 Griekse meetkundige algebra 
Die belangrikste wiskundeboek van die Grieke was die Elemente van Euklides wat 
ongeveer 300 jaar voor Christus geskryf is (Katz 1993: 54 ). Die Griekse algebra soos 
wat dit deur Pythagoras (540 v.C.) en Euklides (300 v.C.) geformuleer is en in die 
Elemente voorkom, is meetkundig van aard (Baumgart 1989: 237). Boek II van die 
Elemente handel oor die verwantskappe tussen verskillende regboeke en vierkante 
wat deur die gebruik van algebraiese notasies in vandag se modeme terme 
gelnterpreteer kan word. Die proposisies in Boek II, proposisies 43-45 in Boek I en 
proposisies 27-30 in Boek V staan bekend as meetkundige algebra, dit is die 
voorstelling van algebraiese begrippe deur meetkundige figure (Katz 1993: 54). 
Omdat daar in hierdie tyd nie 'n definisie bestaan het vir die vermenigvuldiging van 
willekeurige lengtes nie, het Euklides nooit twee willekeurige lengtes met mekaar 
vermenigvuldig nie. Hy het wel op verskillende plekke lengtes met 'n spesifieke 
heelgetal vermenigvuldig maar andersins het hy dit uitgedruk as 'n reghoek wat deur 
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twee lyne bevat word. Ons kan hierdie reghoek eenvoudig sien as die produk van 
twee getalle. Euldides begin Boek II met die volgende definisie: 
'n Reghoek word bevat genoem deur die twee reguitlyne wat 'n regtehoek vorm. 
In proposisie II-1 kan die wyse waarop Euklides die definisie gebruik het, gesien 
word. 
Proposisie 11-L As daar twee reguitlyne is, en een van hulle word in enige 
hoeveelheid segmente opgebreek, dan is die reghoek wat deur die twee reguitlyne 
bevat word, gelyk aan die som van die reghoeke wat bevat word deur die 
onopgebreekte lyn en elkeen van sy segmente. 
Figuur2.1 
a b c 
Dit beteken dat as 'n reghoek soos in figuur 2.1 opgebreek word, dan gee Proposisie 
II-I die bekende distributiewe wet: l(a + b + c) ~ la + lb + le. 
Wat ons vandag skryf as (a+b/ ~ a2 + 2ab + b2, is volgens Baumgart (1989: 237) 
deur die Grieke gesien as figuur 2.2 en is deur Euklides soos volg in die Elemente 
geformuleer: 
Proposisie 11-4: As 'n reguitlyn in enige twee dele verdeel word, dan is die vierkant 
op die hele lyn gelyk aan die vierkante op die dele saam met dubbel die reghoek wat 
deur die dele bevat word. 
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Figuur2.2 
ab b2 b 
a2 ab a 
a b 
Die probleem wat op die spykerskrif-kleitablette gedurende die bewind van koning 
Hammurabi, 1700 v.C., gevind is (kyk tabel 2.1 ), is belangrik omdat dieselfde 
oplossingsmetode deur die Grieke gebruik is. Dit is net in terme van segmente, 
oppervlaktes en meetkundige figure gedoen. Ons illustreer dit aan die hand van die 
Babiloniese probleem wat in tabel 2.1 bespreek is en wat in Boek V van die Elemente 
voorkom, dit is Proposisie Vl-28: 
Proposisie VI-28: Gegee 'n reguitlyn AB (dit is, x + y ~ k), konstrueer 'n reghoek 
gelyk aan die gegewe oppervlakte (xy ~ P) op hierdie lyn, aanvaar dat die reghoek 
korter is as AB, en dat dit deur 'n ander reghoek, wat net so groat is as die gegewe 
een, opgevul word. 
Dus word 'n reguitlyn AB van lengte k gegee en moet hierdie segment in lengtes x en 
y verdeel word, sodat xy gelyk is aan 'n gegewe waarde P. 
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Figuur23 
D G 
t2 t 
E f 
p 
A M t B 
y 
k 
Die Euklidiese oplossingsmetode vereis 'n konstruksie (sien figuur 2.3) en die stappe 
(in Baumgart 1989: 239) is soos volg: 
Tabet 2.2 
Euklides se oplossing Modeme wiskumlige notasie 
Verdeel AB in middelpunt M • 2 
Teken vierkant MBCD (f)' 
Gebruik VI-25 en konstrueer vierkant DEFG met 
oppervlak gelyk aan die oorskot van MBCD oor t' = (t)' - p 
die gegewe oppervlak P 
Dan is <lit duidelik <lat: 
y=f-t 
Die Grieke was dus goed bekend met die wiskunde van die Babiloniers, hulle het die 
standaard Babiloniese metodes vir die oplos van vergelykings gebruik. Euklides het 
van hierdie Pythagoriese resultate ongetwyfeld in die Elemente opgeneem. 
Die volgende twee proposisies kan gesien word as 'n meetkundige regverdiging van 
die standaard algebraiese oplossing van die kwadratiese vergelyking. 
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Proposisie 11-5: As 'n reguitlyn (AB) in gelyke en ongelyke segmente (dw.s. AD en 
DB) verdeel word dan is die reghoek (ADHK) bevat deur die twee ongelyke segmente 
van die hele saam met die vierkant op die reguitlyn (DB) gelyk aan die vierkant van 
die helfte (BC). 
Proposisie 11-6: As 'n reguit/yn (AB) in gelyke dele verdee/ word (met middelpunt 
C) en 'n reguitlyn (BD) word daar bygetel dan is die reghoek bevat deur die hele 
(AD) en die bygetelde reguitlyn (BD) saam met die vierkant van die helfte van die 
reguitlyn (AB) gelyk aan die vierkant op die reguitlyn (CD) wat bestaan uit die he!fte 
en die bygetelde reguitlyn. 
Figuur 2.4 
bJ2 
K 
bll 
" 
" 
l H 
E G F 
bll bll 
" 
K l 
m 
Die proposisies word aan die hand van Figuur 2.4 verduidelik (Katz 1993: 65). AB 
word in beide figure b genoem, AC en BC word b/2 en DB word x genoem. Ons kan 
proposisie II-5 oorskryf as (b - x)x + (bi2 - xi ~ (b12/ en proposisie II-6 as 
(b x)x + (b.12)2 ~ (bi2+x)2. Die kwadratiese vergelyking (b - x)x ~ c, met antler 
woorde bx - x2 ~ c kan dan opgelos word deur die eerste vergelyking te skryf as 
(h2 - x/ ~ (hi2)2 - c en dan x = f - ~(1-)2 - c te bepaal. Net so kan die vergelyking 
(b - x)x - c, met antler woorde bx - x2 ~ c opgelos word deur die tweede vergelyking 
te gebruik. 'n Altematief is om in die figuur AD gelyk aan y en DB gelyk aan x te stel 
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en dan die eerste resultaat in die standaard Babiloniese stelsel x + y ~b. xy ~ c oor te 
skryf en die tweede dan te skryf as y - x ~ b, yx ~ c. 
2.3.4 Perspektief op die retoriese fase 
Hierdie fase word gekenmerk deur die afwesigheid van algebrafese simbole. 
Oplossings van probleme is uitgeskryf sonder die gebruik van atkortings of simbole 
en dit het tot gevolg dat die oplossings baie lank is en ook moeilik is om kognitief te 
volg. 
2.4 Sinkoperingsfase 
2.4.1 Diophantus 
Diophantus (250 n.C.) was werksaam aan die Universiteit van Alexandrie in Egipte 
(waar Euklides ook gedoseer het). Waar die Egiptenare en Babiloniers vergelykings 
en oplossings in woorde geskryf het, het Diophantus simboliese atkortings vir 
verskillende terme van 'n vergelyking ingevoer. Hy het met die tradisionele Griekse 
gebruik van simbole gebreek deur met magte groter as drie te werk (Katz 1993: 163). 
Dit beteken dat die vergelykings nie meer meetkundig (driedimensioneel) deur figure 
voorgestel kan word nie. Hy het bekendheid verwerf met sy boek Arithmetica waarin 
hy onbepaalde vergelykings behandel het, gewoonlik twee of meer vergelykings met 
verskillende veranderlikes wat 'n oneindige aantal rasionale oplossings het (Baumgart 
1989: 240). In die Arithmetica het Diophantus atkortings gebruik om die onbekende, 
magte van die onbekende, aftrekking, gelykaan en resiproke mee voor te stel (Eves 
1980: 128). 
Diophantus was die eerste persoon wat letters vir onbekende groothede gebruik bet. 
Daarmee het hy 'n oorgang van rekenkunde na algebra gemaak (Schoenfeld 1988: 
420). Die onbekende getal in algebra is deur Diophantus gedefinieer as 'n 
16 
ongedefinieerde aantal eenhede en is voorgestel deur die Griekse letter c; (Kline 1972: 
139). Heath (in Eves 1980: 128) sowel as Katz (1993: 163) het aangetoon dat 
Diophantus se simbool vir die onbekende alkomstig is van die Griekse letters, a en p, 
0 
van die woord "arithmos" wat getal beteken. M is weer gebruik vir µovac; (monas of 
eenheid). In sy Arithmetica het Diophantus die volgende notasie gebruik (Cajori 
1928a: 72): 
A "r as die vierkant x2, afkomstig van dunamis (A'Y'NAMIL) wat "mag" beteken 
K"r as die derdemag x3, afkomstig van die woord kubos (K 'Y'BOL) vir derdemag 
A 'Y' A as die vierkant-vierkant, x4 
A K'Y' as die vierkant-derdemag, x5 
K'Y' K as die derdemag-derdemag, x6 
Die manuskrip bevat dus uitdrukkings soos A 'Y' y c; 113 Me, wat staan vir 3 vierkante, 
12 getalle, en 9 eenhede, of soos ons dit sal skryf 3x2 + 12x + 9 (Katz 1993: 163). 
Diophantus het verder die bogenoemde simbole saam met die teken X gebruik vir die 
voorstelling van resiproke; byvoorbeeld A y,}{ is gebruik om I lx2 mee voor te stel 
(Katz 1993: 163). 
Daar was geen verband tussen die simbool c;, vir die onbekende, eri sy vierkant A 'Y' 
soos daar vandag tussen x en x2 is nie. Hierdie was die grootste leemte in Diophantus 
se notasie. Dit is opmerklik dat Diophantus die optellingsbeginsel vir eksponente 
gebruik het, x5 is geskryf as 'n vierkant-derdemag. Alhoewel hy die simbool 1' 
gebruik het vir aftrekking, het hy geen simbool vir optelling en vermenigvuldiging 
gebruik nie (Katz 1993: 54). Die simbool 1' kom van 'n samestelling van die letters 
A en I uit die Griekse woord leipis (AEI'PIL) wat in Engels "lacking" beteken (Eves 
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1980: 129). 'n Voorbeeld van Diophantus se sinkoperende algebra, waarin die simbool 
vir aftrekking gebruik is, lyk soos volg (Baumgart 1989: 237): 
0 
K'Y'j3 <;TJ1\1. 'Y' E MS E(Jt\ µl'i 
dit is, x32 x8-x25 1.4 44 
of 2x3 
Diophantus kon kwadratiese vergelykings van die vorm ax2 + c ~ bx oplos en het ook 
in die inleiding van die Arithmetica 'n metode beskryf waarop vergelykings na die 
vorm ax"~ bx" vereenvoudig kan word (Katz 1993: 164). Tog het die metode van 
"False position", 'n tegniek wat alreeds deur die Egiptenare gebruik is, 'n sentrale plek 
in Diophantus se Boek IV ingeneem. 
Alhoewe\ Diophantus hierdie sinkoperende skryfstyl ontwerp het, merk Cajori 
(I 928a: 72) op dat hyse\f eintlik min simbole gebruik het. Hy het dikwels 'n 
bewerking eerder in woorde geskryf en het slegs een simbool vir die onbekende 
gebruik. Volgens Kline (1972: 140) het Diophantus sy oplossings aaneenlopend soos 
'n geskrewe stuk prosa geskryf. 
2.4.2 Brahmagupta en Bhaskara 
Die baie invalle waaraan Indie onderwerp was, is gevolg deur die Pax Romana wat 
die uitruil van inligting moontlik gemaak het. Die Hindoe wiskundiges was bekend 
met die wiskunde van die Babiloniers en Grieke (Baumgart 1989: 241 ). Brahmagupta 
(628 n.C.) en Bhaskara (1150 n.C.) was die bekendste Hindoe wiskundiges wat op die 
gebied van algebra gewerk het. Brahmagupta het in 'n sinkoperende sty! gewerk en 
sou 5xy + "'35 - 12 SOOS volg skryf: 
ya ka 5 bha k(a)35 ru 1°2 
dit beteken: x y 5 produk irrasionaal 35 suiwer getal -12 
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Hy het dus afkortings in plaas van simbole gebruik en het met bebulp van 'n punt 
negatiewe getalle aangedui. Vennenigvuldiging is as bha geskryf (die eerste letters 
van bhavita wat "produk" beteken) en die vierkantswortel as ka ( afkomstig van die 
woord karana) wat "irrasionaal" beteken (Eves 1980: 130). Hier is meer as een 
onbekende grootheid gebruik wat aangedui is deur die eerste letters van die kleure te 
gebruik en die tweede onbekende is geskryf as ka, afkomstig van die woord kalaka 
wat swart beteken (Cajori 1928a: 379). Die Hindoes bet kwadratiese vergelykings 
deur die voltooiing van die vierkant opgelos en het negatiewe sowel as irrasionale 
getalle gebruik (Baumgart 1989: 241 ). Hulle bet ook bepaal dat 'n kwadratiese 
vergelyking hoogstens twee wortels het. Die werk van die Hindoes wat bandel oor 
algemene vergelykings het die van Diophantus by verre oortref. Die Hindoes bet 
gepoog om alle moontlike heeltallige oplossings te bepaal en was moontlik die eerste 
persone wat 'n algemene oplosssingsmetode kon bepaal (Baumgart 1989: 241 ). 
2.4.3 Muhammad ben Musa al-Khwarizmi 
Die koms van die Mohammedanisme (700 n.C.) het daartoe bygedra dat Arabie, 
Indie, Persie, Mesopotamie, Noord-Afrika en Spanje verower het. So het Arabie in 
besit van die Grieke en Hindoes se wiskundige geskrifte gekom. Hulle bet dit in 
Arabies vertaal en dit deur die douker eeue van Europa bewaar (Baumgart 1989: 
241 ). Die belangrikste bydrae van die Islamitiese wiskundiges le op die terrein van 
algebra. Hulle het die werk wat alreeds deur die Babiloniers ontwikkel is, 
gekombineer met die klassieke Griekse meetkunde en so 'n nuwe algebra ontwikkel. 
Een van die vroegste Islamitiese geskrifte was Al-kitab al-muhtasar fl hisab al·:iabr 
wa-1-muqabala (The Condensed Book on the Calculations of al-Jabr and al-
Muqabala) wat in 825 n.C. deur Muhammad ben Musa al-Khwarizmi in Baghdad 
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geskryf is (Van der Waerden 1985: 3). Algebra is 'n Latynse verbuiging van die 
Arabiese woord al-jabr, wat die eerste keer in die werk gebruik is (Katz 1993: 228). 
'n Voorbeeld van al-jabr is wanneer 3x + 2 ~ 4 - 2x geskryf word as 5x + 2 ~ 4, 
terwyl 'n voorbeeld van al-muqabala is wanneer kansellasie gebruik word om die 
vergelyking te skryf as 5x ~ 2. Sy doel met die skryf van die boek was om 'n 
praktiese handleiding vir die oplos van vergelykings daar te stel (Van der Waerden 
1985: 4). Hierin het hy die oplossingsmetodes van die volgende ses vergelykings 
verduidelik: ax2 ~ bx, ax2 ~ b, ax ~ b, ax2 + bx ~ c, ax2 + c ~ bx en ax2 ~ bx + c 
waar a, b en c gegewe positiewe getalle is. Die rede vir die sesvoudige klassifikasie 
is dat die Islamitiese wiskundiges nie, soos die Hindoes, met negatiewe getalle 
gewerk het nie (Katz 1993: 230). 
2.4.4 Leonardo van Pisa 
Nadat Toledo in Moorse Spanje in die hande van die Christendom gekom (1085) het, 
is Musa al-Khwarizmi se Al-:fabr en Euklides se Elemente in Latyn vertaal. Van nog 
groter belang vir Europa was die Liber abbaci (1202) van Fibonacci (Leonardo van 
Pisa) waarin hy vergelykings retories opgelos het (Baumgart 1989: 242). Hy het 
byvoorbeeld die vermenigvuldiging van twee liniere vergelykings, I 0 - x en 24 + x, 
soos vo1g beskryf: 
Ex 10 in 24 veniunt denarii 240; et ex 10 in re addita veniunt decem res additae; 
et ex 24 in re diminuta veniunt 24 res diminutac; a quibus simbole auferantur 10 
res additae, remanebunt 14 res diminutae; et ex re addita in rem diminutam 
provenit census diminutus et sic habcntur pro dicta multiplicatione denati 240, 
censo diminutis ct rebus 14. 
Die Engelse vertaling soos deur Resnikoff en Wells ( 1973: 205) is soos volg: 
From 10 in 24 come 240 known units; from 10 in an additive x come 10 
additive x; and from 24 in a subtractive x come 24 subtractive x. If one 
subtracts the 10 additive x from this, then there remain 14 subtractive x. And 
from the additive x in the subtractive x results a subtractive x2. Therefore for 
the desired multiplication problem we have 240 - x2 - x14. 
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In die geval van gemengde breuke bet Leonardo van Pisa die breuk voor die heelgetal 
geskryf Netso bet hy ook die koeffisient van x, na x geskryf, byvoorbeeld "rebus 14 
vir 14x" (Cajori 1928a: 89). Die rede hiervoor was dat Leonardo Arabiese geskrifte 
bestudeer het wat van regs na links geskryf word. Hy het dikwels algebrarese 
bewerkings met meetkundige figure gerllustreer. 
2.4.5 Luca Pacioli 
Luca Pacioli het in sy Summa de arithmetica (1494) afkortings soos p (dit staan vir 
piu wat "meer" beteken) vir plus, m ( dit staan vir meno wat "minder" beteken) vir 
minus, co ( dit staan vir cosa wat "ding" beteken) vir die onbekende x, ce vir x2 en cu 
vir x3 gebruik (Eves 1980: 130). Gelykheid is somtyds deur ae (afkomstig van 
aequa/is) aangedui. Hierdie werk, van Pacioli, wat in ruwe simboliese notasie 
geskryf is, is 'n opsomming van al die kennis van algebra wat tot op daardie stadium 
bekend was (Smith 1953: 384). 
2.4.6 Perspektief op die sinkoperende fase 
Diophantus se grootste bydrae tot die ontwikkeling van algebra was die gebruik van 'n 
letter om onbekende groothede mee voor te stel. Dit bet tot gevolg gehad dat 
probleme met behulp van vaste reels opgelos kon word. Sinkoperende algebra word 
gekenmerk deur die gebruik van stenografiese afkortings vir groothede, verhoudings 
en bewerkings wat herhaaldelik voorgekom bet. 
2.5 Simboliese fase 
Die tyd vir algebra was nou ryp om die simboliese fase in te gaan. Die eerste 
gewigtige algebrarese werk wat volgens Smith (1953: 384) gedruk is, is die Ars 
Magna van Cardan (1545). Hierdie boek is primer gewy aan die oplos van 
algebrarese vergelykings; dit bet die oplossing van derde- en vierdegraadse 
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vergelykings bevat. Selfs kompleksegetalle is in hierdie werk gebruik. Hierdie werk 
was die eerste stap in die rigting van modeme algebra. Die volgende groot werk wat 
gedruk is, is die General Trattato van Tartaglia. 
Die eerste wiskundige werk wat in Mexicostad gepubliseer is, ts die Sumario 
Compendioso (1556) van Juan Diez wat ses bladsye beslaan het. Die volgende 
probleem daaruit is direk deur Smith (1953: 385) vertaal: 
A man takes passage in a ship and asks the master what he has to pay. The 
master says that it will not be any more than for the others. The passenger on 
again askllig how much it would be, the master replies: "It will be the number of 
pesos which, multiplied by itself and added to the number, gives 1260." 
Requited to know how much the master asked". 
Let the cost be cosa (x] of pesos. Then half of a cosa squared makes y, of a zemo 
[x'], and this added to 1260 makes 1260 and a quarter, the root of which is less 
1/o of a cosa is the number required. Reduce 1260 and y, to fourths; this is equal 
to ~1 , the root of which is 71 halves; subtract from it half a cosa and there 
remains 70 halves, which is equal to 35 pesos, and this is what was asked for the 
passage. 
Proof: Multiply 35 by itself and you have 1225; adding to it 35, you have 1260, 
the requited number. 
In modeme algebralese notasie kan ons die probleem as x 2 + x = 1260 skryf, en die 
vergelyking dan skryf as x 2 + x -1260 = O, en faktoriseer as (x + 36)(x - 35) = 0 om 
die oplossing van 35 te kry. 
2.5.1 Plus- en minustekens 
Die eerste bewerkingsimbole wat ontdek is, is die Egiptiese simbole of eerder 
hierogliewe vir optelling en aftrekking wat in die Ahmes Papirus (1550 v. C.) gevind 
is (Smith 1953: 396). Diophantus (275) het optelling voorgestel deur aangrensing, 
soos in K'Y'f3sTJ vir 2x3 + 8x en vir aftrekking het hy die simbool 1' gebruik (Dedron & 
ltard 1973: 42). Maar hierdie simbole is nie algemeen gebruik nie. Selfs in die vroee 
Renaissance (1463) het Johannes Muller (1436-1476), wat beter bekend staan as 
Regiomontanus nog steeds afkortings vir die optelling- en aftrekkingsimbole gebruik. 
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Hy het byvoorbeeld 2 ' et JOO m 20" 
lO*'m ' 
. . 2x3 +I00-20x 25 ( m modeme notas1e 2 25) IOx-x 
geskryf (Resnikoff & Wells 1973: 205). Optelling is voorgestel deur et en aftrekking 
deurm. 
Die eerste gedrukte + en - tekens is in 1489 deur Johann Widman gebruik (Eves 
1980: 131 ). Hierdie tekens is nie as bewerkingsimbole gebruik nie. Die plusteken is 
'n verkorting van die Latynse woord et (Eves 1980: 131; Smith 1953: 398). Volgens 
Eves (1980: 131) en Smith (1953: 399) is die+ en - tekens vir die eerste keer in 1514 
deur die Hollandse wiskundige, Van der Hoecke, gebruik om algebralese bewerkings 
mee aan te dui. Hy het byvoorbeeld 4x 2 - 5\x- 30 = 45f geskryf as "4 Se. - 51 Pri. -
30 N. Dit is ghelijc 45 f ". 
Die wiskundige wat die krediet kry vir die algemene gebruik van die simbole, is Stifel 
wat 3x + 2 geskryf het as "3 sum: +2" (Smith 1953: 400). Volgens Resnikoff en 
9 zz+ 8 z 3~ 27 J s + 24r 
Wells (1973: 205) het hy ook byvoorbeeld per-facit in plaas 
6r 2 12r 
9x4 + 8x2 3x 27 x 5 + 24x 3 . . 
van 3 • - = 3 in ons modeme notas1e geskryf. Sedert daard1e 6x 2 12x 
tyd is die optelling- en aftrekkingsimbole algemeen deur die Duitse en Hollandse 
skrywers gebruik en die presiese vorm van die simbole is eers in die agtiende eeu 
gestandaardiseer. In 1752, in die uitgawe van Bartjens, is x2 = - 2375x + 1785000 
byvoorbeeld geskryf as xx=-: - 2375 x >I< 1785000 (Smith 1953: 400). 
2.5.2 Gelykaan-teken 
Diophantus het alreeds 275 v.C. die afkorting t" vir tarn; (gelyk) in sy Arithmetica vir 
gelykheid gebruik, terwyl die klassieke skrywers verkies het om liewer die woorde uit 
te skryf soos aequales, aequantur, esgale, faciunt, ghelijk, of gleich (Smith 1953: 
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410). Cajori (1928a: 297) wys op gevalle waar aequales afgekort is deur aeq. Die 
simbool vir gelykbeid, oc is in 1630 deur Descartes gebruik. Volgens Cantor (1913: in 
Cajori l 928a: 301) is die simbool afkomstig van die vereniging van die twee letters 
ae in die woord aequales. Robert Recorde (1510) bet in 1557 in sy boek, Whetstone 
of Witte, vir die eerste keer ons moderne gelykaan-teken ( = ) gebruik (Eves 1980: 
130; Smith 1953: 411). Hy bet die gebruik van twee parallelle lynsegrnente vir die 
gelykaan-teken soos volg gernotiveer: "bicause noe 2 thynges can be more equalle" 
(Smith 1953: 412). Maar 'n honderd jaar na Recorde bet van die mees gesiene 
wiskundiges van daardie tyd nog steeds geen simbool vir gelykbeid gebruik nie 
( Cajori 1928a: 297). Dit was eers diep in die agtiende eeu dat die teken deur alle 
wiskundiges aanvaar is. 
2.5.3 Wortelteken 
In die vroee Renaissance is die woord radice in Europa deur Regiomontanus gebruik 
om die vierkantswortel mee voor te stel. Hy bet die algebralese uitdrukking 
5 - ~21 ~ = x geskryf as "5 m Radice de 21 2~ , ecce valor rei" (Resnikoff & Wells 
1973: 205). Die simbool wat die algemeenste deur die Latynse skrywers gebruik is 
om 'n wortel mee voor te stel isµ., 'n verkorting van radix (Smith 1953: 407). Hierdie 
......... ,,. ·'"-· 
teken, met baie variasies daarvan, is vir byna 'n eeu lank in gedrukte boeke gebruik. 
Pacioli bet ~7 + .Jl4 geskryfas RV7 p R 14, waar RV staan vir die radix universalis 
(wat aandui dat die wortel van alles wat volg geneem moet word), terwyl Bombelli dit 
skryf as R L 7 p R 14 J. Smith (1953: 408) bet bevind dat dieselfde teken vir response 
asook vir res, vir die onbekende grootheid gebruik is. 
Die wortelteken ( ...J ) is vir die eerste keer in 1525 deur Christoff Rudolff in sy boek 
Die Coss gebruik (Eves 1980: 130; Smith 1953: 408). Volgens Eves (1980: 130) het 
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dit sy oorsprong van die klein r, wat vir radix staan, maar Smith ( 1953: 408) glo dat 
daar geen getuienis daarvoor is nie. In manuskripte van die veertiende eeu is vorms 
soos y, r, en ..{ egter gebruik vir die letter r. Dus is die wortelteken na alle 
waarskynlikheid afkomstig van die klein letter r, wat vir radix staan. Die gebruik van 
simboliese notasie vir die voorstelling van enige wortel (derdemagswortel, 
vierdemagswortel, en so meer.) was nog lank nie 'n uitgemaakte saak nie. Vlacq het '1 
gebruik vir 'n vierkantswortel, .-Jcr> vir derdemagswortel en '1'1 vir vierdemagswortel 
(Smith 1953: 408). Daama het Rahn, Ramus-Schoner, Gosselen, Stevin en Biodini 
nog verskillende variasies vir die voorstelling van enige wortel gebruik. In die 
sewentiende eeu het hierdie notasie in 'n groot mate gestandaardiseer, maar dit is eers 
in 1928 dat die altematiewe eksponentvorm in 'n verslag deur die National Committee 
on Mathematical Requirements amptelik voorgestel is: 
With respect to the root sign, .,/, the committee recognizes that convenience of 
writing assures its continued use in many cases instead of the fractional 
exponent. 
It is recommended, however, that in algebraic work involving complicated cases 
the fractional exponent be preferred. Attention is called to the fact that the 
symbol fa means only the positive square root and that the symbol Va 
' ' means only the principal nth mot, and similarly for a ' , a c. 
( soos aangehaal deur Cajori 1928a: 3 79) 
2.5.4 Gevorderde algebraiese simbole 
2.5.4.1 Rafael Bombelli 
In 1572 het Rafael Bombelli 'n werk gepubliseer wat gevorderde algebra'iese notasie 
6 3 
bevat. Die vergelyking x 6 + 8x3 = 20 is in die werk gedruk as: "I. p. 8. Eguale a 
20" (Eves 1980: 131; Smith 1953: 378). In hierdie werk is dit ook duidelik dat hy x, 
I 2 3 
x
2
, x
3
, ..• voorgestel het deur - , - , ~ , . . . Bombelli het ook die vierkantswortel van 
die derdemagswortel onderskei deur dit onderskeidelik te skryf as Rq en Re (Eves 
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1980: 131). Smith (1953:428) gee die volgende voorbeeld van Bombelli se gebruik 
3 
van die vierkantswortel: "I. Eguale a Rq. 108. P. 10". (In moderne 
notasie: x3 = Ji08 + 10 ). Teen hierdie tyd is elementere algebra vervolmaak en al 
wat oorgebly bet, was om 'n behoorlike simboliese notasie te ontwikkel (Smith 1953: 
386). 
1.5.4.1 Franfois Viete 
In 1591 het die Franse regsgeleerde, Fram,:ois Viete, simboliese algebra volgens Groza 
( 1968: 251) so verbeter dat by dikwels as die "vader van algebra" bekend staan. 
Volgens Groza (1968: 251) het by hoofletter klinkers vir onbekendes gebruik en 
volgens Eves (1980: 131) konsonante om bekende hoeveelhede mee aan te dui. 
Alhoewel van Viete se voorgangers ook hoofletters gebruik bet om algemene 
groothede mee voor te stel, was Viete die eerste wat dit sistematies gedoen bet In die 
inleiding van sy In Artem Analyticem /sagoge (Inleiding tot die Analitiese Kuns) van 
1591, stel Viete hierdie bydrae bekend: "Numerical logistic is that which employs 
numbers; symbolic logistic that which uses symbols, as, say, the letters of the 
alphabet". Viete (soos aangehaal deur Katz 1993:340) manipuleer letters sowel as 
getalle: 
"Given tenns are distinguished from unknown by constant, general, and easily 
recognized symbols, as by designating unknown magnitudes by the letter A and 
the other vowels E, I, 0, U, and Y and the given tenns by the letters B, G, D 
and otl1er consonants". 
In 'n voorbeeld uit Viete se Opera Mathematica (1646) is die wyse waarop by 
onbekendes gebruik duidelik: "I QC - 15 QQ + 85 C - 225 Q + 274 N aequatur 120". 
In moderne notasie is dit x 5 -15x 4 + 85x3 - 225x2 + 274x = 120. Hierdie notasie bet 
Viete in staat gestel om kwadratiese vergelykings met behulp van analitiese in plaas 
van meetkundige metodes op te Jos. 
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Hy het opeenvolgende magte van A geskryf as A, A quadratum, A cubum, A 
quadratum quadratum maar het dit later volgens Smith (1953: 430) geskryf as A, Aq, 
Acu en Aqq. Cajori (1928: 181) verklaar hierdie verskil eerder in terme van vertalings 
van Viete se boek wat hersien is. In Viete se Zeteticorum libri v (1593) kom die 
. drukk. Bin D quadratum 3 - Bin A quadratum 3 
mt mg ---~----4---~---- voor, maar m 1646 is die 
boek herdruk en ts die uitdrukking deur Van Schooten verander na 
B in Dq 3 - B in Aq 3 
4 
Die simbole A, Aq, Acu en Aqq is dus nie deur Viete self 
gebruik nie. Nog verdere verskille in notasie is gevind deur Trofke ( soos aangebaal 
deurCajori 1928a: 121). 
Viete se algebra kan dus in 'n mate ook as sinkoperend beskryf word en nie suiwer as 
simbolies nie. Hy het dus slegs gedeeltelik van moderne notasie gebruik gemaak, 
maar die belangrike stap om letters toe te laat om numeriese konstantes voor te stel 
het horn in staat gestel om weg te breek van die algemene verbale sty! van sy 
voorgangers. Viete kon sy aandag toespits op die prosedures van die oplossing eerder 
as op die oplossing self en kon algemene voorbeelde in plaas van 'n spesifieke gee en 
was ook in staat om formules in die plek van reels te gee. Gellert et al. (The VNR 
Concise Encyclopedia ofMathematics 1975: 135) stel dit soos volg: 
"Variables are useful in two ways: they make it easy to state laws, and the 
solution of a problem expressed in terms of variables yields the result for 
arbitrarily many individual cases without new calculations, by mere 
substitution". 
2.5.5 Moderne simboliese notasie 
2.5.5.I Rene Descartes 
Rene Descartes is een van die eerste persone wat Viete se letters gebruik het. Hy het 
die laaste letters van die alfabet soos x, y en :: gebruik om onbekende groothede aan te 
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dui en die eerste letters van die alfabet vir bekende groothede (Eves 1980: 131 ). Ons 
vind in sy boek La Geometrie (1637) die uitdrukking x 3 -,,/3xx + l~ x - 218,n oc 0, wat 
baie na ons modeme notasie lyk (Resnikoff & Wells 1973: 206). Descartes het oc 
gebruik vir = en het voorkeur aan xx in plaas van x2 gegee, hy het selfs baie keer xxx 
in plaas van x3 gebruik (Groza 1968: 251). Descartes se notasie is algemeen aanvaar 
en gebruik met die uitsondering van die gelykaan-teken. Rondom 1800 is x2 en x3 ook 
algemeen gebruik (Groza 1%8: 251). 
1.5.5.1 Thomas Harriot 
Thomas Harriot het die huidige ongelykheidstekens < en > in sy Artis analyticae 
praxis wat in 1631 gepubliseer is, gebruik (Eves 1980: 131 ). 
1.5.5.3 William Oughtred 
William Oughtred het groot klem op wiskundige simbole geplaas en het meer as 150 
gelys. Van al hierdie simbole, waarvan die belangrikste die kruis (x) vir 
vermenigvuldiging is, word vandag slegs vier gebruik (Smith 1953: 404). 
1.5.5.4 Leonard Euler 
Die simbool vir die funksie, f(x), e vir die basis van die natuurlike logaritme, :E vir 
sommeering en i vir die imaginere eenheid ~ is aan Leonard Euler te danke (Eves 
1980: 132). 
1.5.5.5 William Jones 
Die simbool n is deur die Engelse wiskundiges, William Oughtred, Isaac Barrow en 
David Gregory gebruik om die omtrek van 'n sirkel mee aan te dui (Eves 1980: 132). 
Die Engelse wiskundige William Jones was die eerste persoon wat die simbool 
gebruik het om die verhouding van die omtrek tot die diameter mee voor te stel. 
Maar dit is eers in 1737 algemeen deur die wiskundiges gebruik (Eves 1980: 132). 
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Tabet 2.3: Die ontwikkeling van algebraiese simbole (vergelyk Groza 1967:252) 
'· mtlliilQL ' " ······~ Jlf IS ~,,.-,, __ ._ .. _.,,. - -,_, __ , __ -, _:,;;,,_ _ __ - .. -Diophantus 250 1' s /'/ Ky 
(Griek) 
Bhaskara l150 ya6 ya6 bha 6 ya,ka 
(Hindoe) 2 
Pacioli 1494 p m co ce cu 
(ltalianer) 
Widman 1489 + -
(Duitser) 
Recorde 1557 + - = 
(Engeland) 
Viete 1591 + - 6A §_ A Aquadratum A<ubum 
(Frans) 2 
Harriot 1631 + - 6.2 = a aa aaa 
(Engels) 
Descartes 1637 + - 6x 
" 
oc x xx xxx 
(Frans) 2 x2 xl 
Wallis 1693 + - 6x 
" 
= x xx xJ 
(Engeland) 2 
Tydens die simboliese fase is daar nog baie verander en geskaaf aan die algebraiese 
notasie. Omdat die ontwikkeling van die simbole die werk van individue was, was 
standaardisasie van die notasie uiters belangrik (die ontwikkeling van die simbole 
word kortliks in tabel 2.3 saamgevat). Die algebraiese notasie is eers in Leibniz 
(1646-1716) se tyd in 'n groot mate gestandaardiseer, maar daar is selfs vandag nog 
enkele uitsonderings. Die Amerikaners skryf byvoorbeeld 3. 1416 terwyl die 
Europeers 3, 1416 skryf In Suid-Afrika is daar 'n sterk gevoel terug na '.'. 
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2.5.6 Ontwikkeling van differensiaalnotasie 
In differensiaalrekene gaan dit hoofsaaklik oor oombliklike tempoverandering van 
een veranderlike ten opsigte van 'n antler veranderlike. Alboewel baie wiskundiges 
aandag aan die probleem geskenk bet, was dit Newton en Leibniz wat die eerste 
belangrike bydrae gelewer het. 
In 1669 bet Newton alreeds 'n monograaf onder sy vriende versprei waann hy 
aangetoon het dat as die kromme y = aX" gegee is, dan word die veranderingstempo 
van 'n punt op die kromme gegee deur y = m aX"-1 (Kline 1972: 360). In Newton se 
tweede boek Methods Fluxionum et Serierum Infinitarum, beskou by veranderlikes as 
voortgebring deur die kontinue beweging, byvoorbeeld 'n bewegende punt wat 'n lyn 
genereer. Die veranderlike grootheid x wat op bierdie wyse gegenereer word noem by 
die "fluent" van x en sy tempo van verandering noem by die "fluxion" en stel dit voor 
met xo of slegs metx (Fauvel & Grey 1988: 385). Verder noem by die klein 
boeveelheid waarmee 'n "fluent" x in 'n klein tydsinterval toeneem o. Dit noem by die 
dx 
"moment" van die "fluent" en stel dit voor met xo (Dykstra 1989: 421 ). Dit is dt dt 
of dx soos dit huidiglik gebruik word. Newton (soos aangebaal deur Dykstra 1989: 
yo 
422) het die verhouding soos volg verduidelik: "The moments of flowing XO 
quantities [or fluents] are as the velocities of their flowing or increasing 
[i.e., ~o = ~· ]". Hierdie bewering sal m Leibniz se notasie geskryf word as 
XO X 
: =:::. Ball (soos aangehaal deur Smith 1953: 695) som Newton se metode 
SOOS volg op: 
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"The object of the first is to find the fluxion of a given qWllltity, or, more 
generally, "the relation of the fluents being given, to find the relation of their 
flux ions." This is equivalent to differentiation". 
Leibniz het onathanklik van Newton ook vasgestel dat integrasie, as 'n 
sommeringsproses, die omgekeerde van differensiasie is. Die verskil tussen die twee 
se werk was dat Newton infinitesimale klein inkremente in x en y gebruik het om die 
afgeleides mee te bereken; die limiet van die verhouding van die inkremente is 
bd&kmientefkrtea!Jll<miabdikld:libnilly~e!JO!lnrk18~tDClithdlifi~niidttruliijn 
is gegee deur dx/dy. 
dx 
Newton en Leibniz se notasies het selfs verskil. Leibniz gebruik dx:dt of dt terwyl 
Newton 'n x vir "fluxion" gebruik. In Leibniz se Acta eruditorum (1684) kom die 
uitdrukking "dx:dt" vir die eerste keer in gedrukte vorm voor (Cajori 1928b: 204). 
Alhoewel Leibniz geweet het hoe belangrik 'n deeglike teoretiese grondslag vir 
differensiaalrekene is, het hy nie soveel aandag soos Newton daaraan gegee nie. 'n 
Behoorlike notasie was vir Leibniz van meer belang. Die notasie wat hy ontwikkel 
het word huidiglik nog gebruik. Die Engelse wiskundiges, wat lojaal was aan Newton 
en nie van Leibniz gehou het nie, het Leibniz se notasie vir 'n halwe eeu gei"gnoreer. 
Joseph Lagrange was nie tevrede met Leibniz of Newton se bantering nie. Hy het 
infinitesimaalrekene op 'n opvallende nuwe wyse in sy Thiorie des fonctions 
analytiques ( 1797) behandel. Lagrange het infinitesirnale vermy en eerder funksies 
gebruik. In hierdie werk het Lagrange vir die eerste keer die afgeleide van die funksie 
fx ten opsigte van x geskryf as f x ( Cajori 1928b: 207). 
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Newton se .i:, Leibniz se dx en Lagrange se f(x) is vandag nog steeds in gebruik. 
dt 
2.5. 7 Perspektief op die simboliese fase 
In hierdie fase is baie simbole gebruik wat geen verband het met die entiteite of idees 
wat hulle voorstel nie. Viete het die belangrike stap gedoen om letters toe te laat om 
bekende sowel as onbekende groothede met letters voor te stel. Dit het tot gevolg 
gehad dat probleme met formu\es opgelos kon word. Hierdie groot ontdekking van 
Viete het algebra totaal verander. 
2.6 Samevatting 
Simboliese algebra het in drie fases ontwikkel ( sien tabel 2.4 ). In die begin is daar 
die retoriese algebra, waarin die oplossing van probleme uitgeskryf is, sonder 
afkortings of simbole. Daarna het sinkoperende algebra sy opwagting gemaak waarin 
stenografiese afkortings gebruik is vir groothede, verhoudings en bewerkings wat 
herhaaldelik voorgekom het. Laastens is daar simboliese algebra waar baie 
wiskundige simbole, wat geen verband het met die entiteite of idees wat hulle 
voorstel nie, in die oplos van probleme gebruik, soos byvoorbeeld x in sekere 
probleme. Die fases het in 'n groot mate oorvleuel; die Hindoe wiskundiges het 
alreeds van simbole gebruik gemaak maar later het die Arabiere alle vergelykings 
weer in woorde geskryf. Die Griekse wiskundiges van die derde eeu voor Christus 
het weer geen simbole gebruik nie maar elke argument volledig in woorde uitgeskryf 
Uit die ontwikkelingsverloop van algebralese simbole (Tabet 2.4) is dit duidelik dat 'n 
formule oorspronklik eintlik maar net die vertaling van 'n gewone sin na 'n simboliese 
vorm ts. 
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Tabet 2.4: Ontwikkeling van algebraiese simbole (vergelyk Groza 1967:252) 
Retoriese fase 
(woorde) 
Drie vermenigvuldig met die derde mag van 'n onbekende getal 
waarvan ses vermenigvuldig met die vierkant van die 
onbekende getal afgetrek is, is gelyk aan die som van vyf en die 
produk van vier en die onbekende getal. 
Sinkoperingsfase 3 Cu m 6 Sq ae 4 no p 5 
(afkortings) 
Simboliesefase 
(3 derdemagte minus 6 vierkante is gelykaan 4 getal plus 5 
Viete (1591) 3Acubum - 6 Aquadratum aequatur 4A + 5 
Descartes (1637) 3xxx - 6xx oc 4x + 5 
Wallis (1693) 3x3 - 6xx = 4x + 5 
Modern 3x3 - 6x2 = 4x + 5 
Die meeste algebra voor Diophantus was retories van aard gewees. Sy grootste 
bydrae tot die ontwikkeling van algebra was die gebruik van 'n letter om onbekende 
groothede mee voor te stel. Met behulp van vaste reels kon die onbekende grootheid 
deur manipulasie bepaal word. Maar die belangrike stap, om letters toe te laat om 
bekende sowel as onbekende groothede met letters voor te stet, is deur Viete gedoen. 
As gevolg hiervan kon Viete algemene voorbeelde, in plaas van 'n spesifieke een gee 
en was hy in staat om formules, in die plek van reels te gee. Hierdie groot ontdekking 
van Viete het algebra totaal verander. Soos Schoenfeld (1988: 423) dit stel: 
" ... variables are a formal tool in the service of generalization". 
In Wes-Europa het algebra tot die vyftiende eeu retories gebly en slegs plek-plek 
sinkoperend verskyn. Simboliese algebra het eers in die sestiende eeu in Wes-Europa 
verskyn, maar het so stadig ontwikkel dat dit eers in die sewentiende eeu algemeen 
gebruik is. Die simbolisering van algebra het dus histories baie stadig plaasgevind en 
ons moderne algebraiese notasie is in vergelyking met hierdie tydsverloop baie jonk. 
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Daar is byvoorbeeld eers in die twintigste eeu behoorlike uitklaring oor die gebruik 
van die wortelnotasie en die alternatiewe eksponensiele notasie gegee. Wiskundige 
simbole het oor 'n lang tydperk ontwikkel en dit was 'n natuurlike proses wat eeue 
geneem het om te standaardiseer. Dit is opvallend dat elementere algebra byna 
vervolmaak is nog voordat 'n behoorlike simboliese notasie ontwikkel is. Uit hierdie 
historiese oorsig oor die ontwikkeling van algebralese simbole is dit duidelik dat 
elementere algebra nie ondergeskik is aan notasies nie, maar dat wiskundige notasies 
en simbole 'n kragtige hulpmiddel in diens van die wiskunde is. 
Daar is simbole waarsonder vooruitgang onmoontlik sou wees en wat 'n meer 
prominente rol in die ontwikkeling van algebra as ander gespeel het. Hieronder is die 
letters wat in die plek van bekende, en later ook in die plek van onbekende groothede 
gebruik is. In die volgende hoofstuk word gekyk na die krag wat sulke simbole aan 
wiskunde gee. Daar is ook egter simbole soos = wat nie die vooruitgang vertraag het 
nie en wat eers "later" gebruik is. 
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3. Die krag van algebra"iese simbole 
3.1 lnleiding 
In hoofstuk 2 is gepoog om die wyse en tydsduur waarop algebraiese simbole 
ontwikkel het, te bepaal. Die doelstelling van hoofstuk 3 is om die krag van hierdie 
simbole te identifiseer en te demonstreer. Daar word eerstens gekyk na die invloed 
van die algebraiese getalbegrip op wiskunde, tweedens na die voordele van die 
algebraiesering van meetkunde en derdens word die probleemoplossingsvermoe van 
algebraiese simbole gedemonstreer. 
Die geskiedenis van die ontwikkeling van algebraiese simbole dui daarop dat algebra 
'n geweldige groei getoon het met die gebruik van simboliese notasie. In hierdie 
verband merk Scott (1960: 41) op: 
"Euclid, Archimedes, Apollonius, had brought mathematics to a state beyond 
which further advance was hardly possible until new methods, and a very much 
improved system of notation, had been devised''. 
3.2 Die algebraiese getalkonsep 
In die tyd van die Grieke, voordat die Pythagoriese skool die irrasionale getalle 
ontdek het, is geglo dat die natuurlike getalle die enigste en volmaakte is (Smith 
1953 :251 ). Die teendeel is deur die ontdekking van die irrasionale getalle aangetoon. 
Die verabsolutering van die getal blyk ook uit die 'triomftyd' van die formalisme 
waaraan Cantor en Hilbert meegewerk het (Wessels 1982:73). Volgens Wessels 
(1982:151) het die aritmetisme gepoog om die ganse wiskunde op reduksionistiese 
wyse onder een grondnoemer, naamlik die van getal, tuis te bring. Die ontdekking en 
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gebruik van die algebraiese getalkonsep weerspreek juis so 'n siening. Daar is geen 
enkele ontdekking wat algebra so verander het soos Viete se gebruik van letters vir 
bekende sowel as onbekende groothede nie (Phillip 1992: 557). Harper (1987: 79) 
stel dit soos volg: "This deceptively simple, yet brilliant conceptual advance was to 
change the face of algebra". 
Die gebruik van letters as die voorstelling van 'n "gegewe" grootheid bet 'n nuwe 
numeriese begrip in wiskunde tot stand laat kom - die algebraiese getalsbegrip. 
Getalle wat deur hierdie letters voorgestel word, bet geen grootheid of spesifieke 
ordening nie. Soos Harper (I 987:78) dit stel: 
"Each letter at once represents each, every and all numerals within a given set, 
and order has to be defined when necessary". 
Hierdie veranderlikes is gebruik om algemene bewerings te maak (byvoorbeeld a + b 
~ b -'- a), om algemeenhede in wiskunde te ondersoek en om eindige of oneindige 
aantal gevalle gelyktydig te hanteer. 
Waar Diophantus se oplossings nie algemeen was nie, kon Viete se oplossings op 
enige probleem toegepas word. Dit beteken dat 'n legio van probleme deur een 
vergelyking voorgestel kan word. Deur hierdie algemene vergelyking op te los, is alle 
probleme wat deur die algemene vergelyking voorgestel is, dan ook opgelos. 'n 
Voorbeeld hiervan is die vergelyking a.x2 ~ bx c c = 0, waarvan die algemene 
I . -b ± J b2 - 4ac . D. d 1 I b bl . d da op ossmg x = 1s. 1e voor ee van a ge raiese pro eme 1s us t 
2a 
dit gewoonlik deur 'n standaard algoritme opgelos kan word, daarom se Resnikoff en 
Wells (I 973: 202): "In this sense the urge to algebrize is one of economy of effort". 
In die gebruik van hierdie simbole le die werklike krag van algebra. Schoenfeld 
(I 988: 423) stel dit SOOS volg: 
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"Developments that followed from the use of this tool - developments that 
clearly stretched humankind's mental power - include algebra, analytic geometry, 
calculus, and so on". 
3.3 Algebraiese meetkunde 
Soos wat meetkunde gegroei het, het dit noodsaaklik geword dat 'n metode gevind sou 
word om meetkundige probleme algebrares oor te skryf. Die voordeel van die 
algebralesering van meetkundige probleme 1s dat algebralese probleme deur 'n 
standaard algoritme opgelos kan word, terwyl dit in die geval van meetkundige 
probleme nie gedoen kan word nie (Resnikoff & Wells 1973: 202). In paragraaf 2. 1.3 
is daar alreeds aangetoon dat baie van die komplekse stellings van Euklides 
vereenvoudig kan word deur dit in modeme algebralese notasie oor te skryf. 
Die algebraresering van meetkunde is eintlik te danke aan die ontdekking van 
analitiese meetkunde deurRene Descartes (1596-1650) en Pierre Fermat (1601-1665). 
Hierdie wiskundiges het die notasie- en probleemoplossingsvermoe van algebra 
gekombineer met die Euklidiese meetkunde van die Grieke. Hierdie sistematiese 
oorgang van meetkunde na algebra is moontlik gemaak deur die ontwikkeling van 
algebraiese simbole, die klassieke Euklidiese meetkunde en veral deur die konsep van 
'n koordinaatstelsel (Resnikoff & Wells 1973: 203). 
3.4 Probleemoplossingsvermoe van algebra 
Om die "ekonomie" en oplossingsvermoe van algebra aan te dui word 'n voorbeeld in 
die geskiedenis gebruik waar bewerkings in algebralese simbole 'n meetkundige 
probleem nie net vereenvoudig nie, maar ook 'n verklaring daarvoor gee. Die 
voordele wat gepaard gaan met die gebruik van die algebraiese getalbegrip en die 
a\gebraresering van meetkunde blyk duidelik hier uit. 
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Volgens Plato is die reguitlyn en sirkel die enigste volmaakte meetkundige figure wat 
bestaan. Om hierdie rede het die antieke Grieke hulle instrumente vir meetkundige 
konstruksies tot 'n liniaal en passer beperk (Kline 1972: 175). Die liniaal was 'n 
ongemerkte enkele reguitkant. Met hierdie twee instrumente bet die Grieke alreeds in 
die sesde eeu voor Christus 'n groot verskeidenheid konstruksies uitgevoer 
(Hungerford 1990: 245). Daar is egter drie konstruksies wat hulle nie kon uitvoer nie 
(Dedron 1973: 148-211): 
Die duplisering van 'n kubus: Konstrueer die kant van 'n kubus wat dubbel die 
volume van die gegewe een bet. 
Die driedeling van 'n hoek: Konstrueer 'n boek wat 'n derde van die grote van 'n 
gegewe boek is. 
Die probleem om van 'n sirkel 'n vierkant te maak: Konstrueer die sylengte van 'n 
vierkant, sodat die oppervlakte van die vierkant dieselfde is as die oppervlakte van 'n 
gegewe sirkel. 
Dit is eers in die laaste eeu aangetoon dat bierdie konstruksies onmoontlik is. As ons 
se dat die konstruksie van die driedeling van 'n boek onmoontlik is, bedoel ons 
daarmee dat dit onmoontlik is om a/le boeke in drie gelyke dele met bebulp van 
liniaal- en passerkonstruksies te verdeel. 
Om te bewys dat bierdie drie konstruksies onmoontlik is, was die eerste stap om die 
liniaal- en passerkonstruksies van die Grieke formeel algebrales te beskryf. 
Gestel die versameling punte S in die Euklidiesevlak is gegee. Beskou die volgende 
twee bewerkings: 
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Bewerking 1 (liniaal): Trek 'n reguitlyn deur enige twee punte van S. 
Bewerking 2 (passer): Trek 'n sirkel waarvan die middelpunt 'n punt van S is en 
waarvan die radius gelyk is aan die afstand tussen enige twee punte van S. 
Definisie: 'n Konstrueerbare punt is 'n punt wat uit 'n eindige aantal stappe 
gekonstrueer kan word deur van bewerking 1 of 2 gebruik te maak. 
Definisie: 'n Reelegetal r word 'n konstrueerbare getal genoem as die punt (r,O) 'n 
konstrueerbare punt is. 
Ons maak gebruik van koordinaatmeetkunde om die probleem algebrares uit te druk 
en gebruik dan die teorie oor liggaamuitbreidings en pas dit toe op die algebrafese 
probleme wat mag voorkom. 
Definisie: Laat F 'n deelliggaam van die reele getalle wees en k 'n positiewe 
element van F sodat ..fk ~F. Laat F(..fk) die versameling 
{a +b.Jk[a,b E F}wees. Dan word die liggaam F( .Jk) 'n kwadratiese 
uitbreidingsliggaam van F genoem. 
Stelling 1: Laat a, b, c, d, konstrueerbare getalle wees, met c * 0 end> 0. Dan is 
a + b, a - b, ab, !!.... en Jd konstrueerbare getalle. 
c 
Gevolg 2: 'n Punt is konstrueerbaar as en slegs as sy koordinate konstrueerbaar 
is. Elke rasionale getal is konstrueerbaar. 
Lemma 3: Laat F 'n deelliggaam van die liggaam R van reele getalle wees. 
( 1) As 'n lyn twee punte bevat waarvan die koordinate in F is, dan het die lyn 'n 
vergelyking van die vorm ax + by + c = 0, waar a, b, c E F. 
(2) As die middelpunt van 'n sirkel 'n punt is waarvan die koordinate in F is en die 
radius van die sirkel is 'n getal waarvan die vierkantswortel in F is, dan het die 
sirkel 'n vergelyking van die vorm x2 + y2 + rx + sy + t = 0, waar r, s, t, s E F. 
Lemma 4: Laat F 'n deelliggaam van R wees en k 'n positiewe element van F 
wees sodat .Jk ~ F. 
(1) Dan is F( .Jk ) 'n deelliggaam van R wat F bevat. 
(2) Elke element van F( .Jk) kan dan uniek in die vorm a+ b.Jk, met a, b E F 
geskryf word. 
Lemma 5: Laat F 'n deelliggaam van R wees. Laat Li en Li lyne wees waarvan 
die vergelykings se koetTisiente in F is. Laat Ci en C2 sirkels wees waarvan die 
vergelykings se kreffisiente in F is. Dan: 
(I) As Li en Li sny, dan is die snypunte se koordinate in F of in 'n kwadratiese 
uitbreidingsliggaam F( .Jk ). 
(2) As C1 en Ci sny, dan is die snypunte se koordinate in F of in 'n kwadratiese 
uitbreidingsliggaam F( .Jk ). 
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(3) As 1 1 en C1 sny, dan is die snypunte se koordinate in F of in 'n kwadratiese 
uitbreidingsliggaam F( .fk ). 
Lemma 6: As 'n reelegetal r konstrueerbaar is, dan is daar 'n eindige ketting van 
liggame Q = F0 c F, c F2 c· · ·C F. ,;: R sodat r E F. en elke Fi is 'n 
kwadratiese uitbreiding van sy voorafgaande liggaam, dit is, 
F; = Q([c";), F, = F.(F.), F, = F,(F,), . . , F. = F._,(F.:) waar 
C;EF; maar .JS"' F, vir i = 0, 1, 2, ... , n-1. 
Lemma 7: Laat F 'n deelliggaam van Ren flx)E F[x] wees. Gestel kE F maar 
.fk l1' F. As a+ b./k 'n nulpunt is van flx), dan is a-b./k ook 'n nulpunt van flx). 
Lemma 8: Laat F 'n deelliggaam van die liggaam K wees. Laat f(x), g(x)E F[x] 
en h(x)E K[x]. As flx) = g(x)h(x), dan is h(x) in F[x]. 
Lemma 9: Laat flx) 'n derdegraadse polinoom in Q[x] wees. As flx) geen 
nulpunte in Q het nie, dan het flx) geen konstrueerbare getalle as nulpunte nie. 
Bewys: Gestelf(x) het reele nulpunte wat konstrueerbaar is. Volgens Lemma 6 
le elke nulpunt in 'n kwadratiese uitbreidingsketting van Q. Van al die kwadratiese 
uitbreidingskettings wat 'n nulpunt van f(x) bevat, kies die een wat die kortste 
lengte het, se Q = F~ c F; ,;: F2 ,;:· .. ,;: F. . Dit beteken dat f(x) 'n nulpunt r in 
Fn het en dat geen kwadratieseketting van lengte n-1 of minder enige nulpunt van 
f(x) bevat nie. (Fn is ongelyk aan Q omdatf(x) geen rasionale nulpunte het nie.) 
Volgens die Faktorstelling is f(x)=(x - r)t(x) vir 'n t(x) E Fnfx]. Nou is rE Fn en 
volgens die definisie van 'n kwadratiese uitbreidingsketting is F. = F._, ( .fk) vir 
'n k E F •. 1 met .fk "'F._, . Daarom is r = a+ b./k met a. b E F •. 1• Ons moet b * 
0 he, want anders is r in die ketting Q = F~ ,;: F, c F2 >:;;:· ··c F._1 , wat die feit dat 
f(x) geen nulpunte in die ketting van Jengte n-1 het nie weerspreek. Volgens 
Lemma 7 is r =a - b./k ook 'n nulpunt van f(x)=(x - r)t(x). Omdat r * r 1s 
moet r 'n nulpunt van t(x) wees. Volgens die Faktorstelling 1s 
f(x)=(x-r)(x-r)h(x)vir'nh(x)EF.[x]. Laat g(x)=(x-r)(x-r), dan is 
die koeffisiente van g(x) in F •. 1: 
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g(x) = (x-(a + b/k)Xx-(a-b/k)) = x 2 -2ax +(a2 -kb2 ). 
Dusf(x)~g(x)h(x) met f(x), g(x) E Fn_ifx]. Gevolglik is h(x) E Fn-1[x] volgens 
Lemma 8. Maar f(x) het 'n graad van 3 en g(x) het 'n graad 2, dus moet h(x) van 
graad I wees. Omdat elke eerstegraadse polinoom oor 'n liggaam 'n nulpunt in die 
liggaam het, moet h(x) en dus ook f(x) 'n nulpunt in F •. 1[x] he. Dit weerspreek 
die keuse van Q = F0 c:;;; F, c F, c · · c:;;; F" as die kwadratiese uitbreidingsketting 
met minimum lengte wat 'n nulpunt van f(x) bevat. Daarom het f(x) geen 
konstrueerbare getalle as nulpunte nie. 
Die onmoontlikheid van die drie konstruksies kan nou bewys word. 
Duplisering van 'n kubus 
Laat die eindpunte van 'n sylengte van 'n vlak van die gegewe kubus 0 en P genoem 
word, en gebruik die sylengte OP as eenheidslengte vir die koordinatisering van die 
vlak. Omdat die gegewe kubus 'n sylengte van een het, is die volume ook een. As 
daar 'n wyse bestaan waarop daar met liniaal en passer 'n kubus van volume twee 
gekonstrueer kan word, dan sal die lengte c van hierdie sy 'n konstrueerbare getal 
wees, sodat c3 = 2. Dus is c 'n wortel van die vergelyking x3 - 2=0_ Volgens die 
Rasionale-worteltoets (kyk Hungerford 1994:66) het hierdie polinoom egter geen 
rasionale nulpunte nie, en is dus volgens stelling 9 nie konstrueerbaar nie. Hierdie 
teenspraak wys daarop dat hierdie konstruksie onmoontlik is_ 
Driedeling van 'n hoek 
Dit is voldoende om aan te toon dat 'n hoek van 60° nie met behulp van liniaal- en 
passermeetkunde gekonstrueer kan word nie. Kies enige punte 0 en P en 
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koordinatiseer die vlak met oorsprong 0 en P = ( 1,0). Die punt Q = H !{) is 
konstrueerbaar, omdat sy koordinate konstrueerbare getalle is volgens stelling 1 en 
gevolg 2. Verder le Q op eenheidsirkel x2 c- y2 = 1, daarom bet boek POQ kosinus 
± en is dus 60° groot. As die konstruksie van die driedeling van die boek met liniaal-
en passermeetkunde moontlik sou wees, dan bestaan daar 'n eindige reeks van 
konstruksies wat lei tot die konstruering van punt R (sien figuur 3.1) sodat boek ROP 
20° groot is. 
1 
a 
p 
Figuur 3.1 
Die punt T waar die konstrueerbare lyn OR die konstrueerbare sirkel sny, is 'n 
konstrueerbare punt. Daarom is sy eerste koordinaat, cos 20°, 'n konstrueerbare getal. 
Volgens stelling I is 2 cos 20° dan ook 'n konstrueerbare getal. Maar cos 60° kan 
soos volg geskryf word: cos 60° = 4 cos 20° - 3 cos 20°, maar cos 60° = V.. Deur met 
twee te vermenigvuldig kan die vergelyking geskryf word as 
(2 cos 20°)3 - 3(2 cos 20°) - 1 = 0. Die veronderstelde konstrueerbare getal 2 cos 20° 
is 'n wortel van die vergelyking x3 - 3x - 1 ~o. Maar volgens die Rasionale-worteltoets 
(kyk Hungerford 1994:66) bet bierdie polinoom geen rasionale nulpunte nie en het 
daarom volgens stelling 9 ook geen konstrueerbare nulpunte nie. Hierdie teenspraak 
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wys daarop dat 'n hoek van 60° nie in drie gelyke dele met liniaal en passenneetkunde 
verdeel kan word nie. 
Die probleem om van 'n sirkel 'n vierkant te maak. 
Beskou 'n sirkel met middelpunt (0,0) en met radius een. Die oppervlakte van die 
sirkel is dan it; 'n vierkant met dieselfde oppervlakte het dan sylengtes .J1i, daarom is 
die konstruksie ekwivalent aan die konstruksie van (o,.Jli) vanaf {(o,o),(1,0)}. Laat 
Q(it):Q die uitbreidingsliggaam van Q wees, wat bestaan uit die snyding van alle 
deelliggame van die kompleksegetalle wat beide Q en 7t bevat. As so 'n konstruksie 
wel bestaan, dan het [Q(it):Q] 'n graad van twee volgens Stewart (1989:57) en is 7t 
algebrales oor Q. Maar aan die ander kant se Lindemann se stelling (kyk Stewart 
1994:66) dat 7t nie algebrales oor Q is nie. Die veronderstelling dat die konstruksie 
moontlik is, lei dus tot 'n teenspraak. 
Dit is dus moontlik om deur middel van algebra aan te toon dat hierdie meetkundige 
konstruksies, waarmee wiskundiges vir meer as tweeduisend jaar geworstel het, 
onmoontlik is. Die bewys hiervan is grootliks te danke aan die algebralesering van 
meetkunde en die gebruik van die algebraiese getalbegrip. Die krag van algebra kan 
dus duidelik in hierdie illustrasie gesien word. Dit is daarom nie verbasend dat baie 
meetkunde veralgebraleseer is nie. 
3.5 Gevolgtrekking 
Die probleemoplossingsvermoe van algebra le in 'n groot mate in die gebruik van 
simbole, veral die gebruik van letters vir die voorstelling van bekende sowel as 
onbekende groothede. Dit het tot gevolg dat in plaas daarvan dat duisende probleme 
elk apart opgelos moet word, alma! gelyktydig opgelos kan word. Hierdie 
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veralgemeningsproses stel dus standaardalgoritmes tot ons beskikking en kan 
ingespan word om moeilike probleme op te los_ Sodra 'n probleem simbolies beskryf 
is, kan komplekse probleme sonder veel verstandelike inspanning opgelos word_ 
Hierdie krag van algebraiese simbole is deur die ontdekking van die koordinaatstelsel 
ook tot die beskikking van die meetkunde gesteL In die volgende hoofstuk word na 
ander voordele wat algebraiese simbole inhou, gekyk. 
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4. Die voordele van algebra"iese simbole 
4.1 lnleiding 
In hoofstuk 3 is aangetoon dat die probleemoplossingsvermoe van algebra 'n groot 
mate in die gebruik van simbole le. Die vraag is egter waarom simbole soveel 
voordele inhou? In die ontwikkelingsgeskiedenis van algebralese simbole is reeds by 
verskeie geleenthede aangetoon dat probleme geweldig verkort word deur dit in 
simbole uit te druk. In die historiese ontwikkeling is dit egter ook duidelik dat die 
gebruik van letters ook tot die ontwikkeling van algebra bygedra het. In hierdie 
hoofstuk word die presiesheid en kompaktheid wat saam met die gebruik van simbole 
gaan en wiskunde as kommunikasiemedium van nader beskou. 
4.2 Presiesheid 
Natuurlike taal kan baie keer op verskillende wyses gelnterpreteer word, maar 
wiskundige simbole kan met groot akkuraatheid gebruik word. Die akkuraatheid en 
presiesheid van algebralese simbole kan die beste met behulp van praktiese 
voorbeelde gelllustreer word daar waar 'n wiskundige self aan die werk is. In 
Enderton se boek Elements of set theory word die uitbreidingsbeginsel woordeliks 
gestel: 
As twee versamelings presies dieselfde elemente het, dan is hulle gelyk. 
Maar dan maak Enderton (1977: 2) die volgende opmerking: 
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"... we can state things more concisely and less ambiguonsly by utilizing a 
modest amount of symbolic notation". 
Dieselfde uitbreidingsbeginsel word dan: 
As A en B versamelings is, sodat vir elke objek t , t E A as en slegs as t E B, dan 
A=B. 
Nadat Enderton van die simbole van wiskunde logika ook gebruik, word die beginsel 
geskryfas 
VAVB[(A en B het dieselfde elemente) ==:)A= B] 
en deur nog meer simbole word die uitbreidingsbeginsel geskryf as 
Die rede hiervoor volgens Enderton ( 1977: 13) is: 
'The symbolic language, when used in judicious amounts to replace the English 
language, has the advantages of both conciseness (so that the expression are 
shorter) and preciseness (so that expressions are less ambiguous)". 
Die vraag is nou watter mate van presiesheid werklik noodsaaklik is vir wiskunde op 
sekondere vlak? Is dit werklik noodsaaklik om die uitbreidingsbeginsel ten voile te 
versimboliseer? Enderton (1977: 14) gee self die antwoord: ~It is not really necessary 
for us to state the axioms in symbolic form". 
In gevorderde wiskunde het simboliese notasie meer voordele. In die proses. om die 
toegangsvereistes van 'n versameling te abstraheer ontstaan daar sekere teensprake in 
die versamelingsleer. In 1906 het Berry byvoorbeeld aangedui dat die versameling 
{xix is alle positiewe heelgetalle wat in een getikte lyn kan voorkom} die ontstaan van 
'n paradoks tot gevolg het. Hierdie teenspraak kan vermy word deur te verwag dat die 
toegangsvereistes van 'n versameling in 'n totaal ondubbelsinnige vonn geskryf kan 
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word. Enderton (1977: 22) laat horn soos volg hieroor uit: "We are saved from this 
disaster by our logical symbols. By insisting that the formula be expressible in the 
formal language ... " en merk dan op: "Those symbols are your friends!". 
4.3 Kompaktheid 
Wiskundige simboliese notasie, soos dit intemasionaal aanvaar word, is 'n bondige 
skryfwyse wat deur die sprekers van 'n aantal aanverwante tale saamgestel is (Cajori 
l 928b: 341 ). Cunningham ( 1986: 224) stel dit soos volg: "Algebra says more in fewer 
symbols than any other language and says it more precisely". Die voorbeeld van 
Hooper in paragraaf 2.1 is dalk die beste illustrasie hiervan. In Hoofstuk 2 word 
aangetoon dat baie van Euklides se meetkunde grootliks vereenvoudig kan word met 
behulp van algebraiese simbole. Proposisie Il-1 (paragraaf 2.3.3) gee byvoorbeeld 
slegs die distributiewe wet, l(a + b + c) ~ la+ lb+ le. 
In hierdie kompaktheid van algebraiese simbole le j uis die krag van simbole. Charles 
Babbage (1827: soos aangehaal deur Cajori 1928b: 331) laat horn soos volg hieroor 
uit: "The quantity of meaning compressed into small space by algebraic signs, is 
another circumstance that facilitates the reasonings we are accustomed to carry on by 
their aid". In Cajori (1928b: 337) se klassifikasie van simbole kom dieselfde gedagte 
na vore: 
"Some are merely shorthand signs which enable an otherwise long written 
statement to be compressed within a small space for convenient and rapid 
mental snrvey". 
Dit is belangrik om daarop te let dat wiskundenotasie nie in alle gevalle meer kompak 
is nie. In Enderton (1977: 23) kry ons baie voorbeelde waar wiskundige notasie 'n 
uitdrukking nie net moeiliker verstaanbaar maak nie, maar dat dit in woordvorm 
korter is as in simboolvorm. Die uitdrukking "a is 'n een-element deelversameling 
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van s" kan byvoorbeeld ook geslayf word as "a c s & a * 0 & enige twee lede van 
a IS dieselfde", maar dit kan ook geslayf word as 
((\fx(x Ea=> x Es)&3y y Ea}&\fu\fv{(u Ea & v Ea)=> u = v}}. Daarom se 
Enderton (1977: 23) dat ons in toepassings van die deelversamelingaksioma nie die 
formule self gebruik nie. Hy merk dan op dat "a is 'n een-element deelversameling 
van s" baie makliker is om te lees as die wettige formule. Dit is daarom belangrik dat 
simbole met groot oorleg gebruik moet word. 
4.4 Kommunikasle 
In tabel 2.4 (kyk par. 2.5) is aangetoon dat 'n formule 'n vertaling van 'n gewone sin in 
simboliese vorm is. Dit laat die vraag ontstaan of wiskunde 'n taal is? Galileo het 
gese: "Mathematics is the language in which God has written the universe". Hierdie 
krag van wiskunde as 'n kommunikasiemiddel word ook deur die Cockcroft Verslag 
( 1982: I) soos volg gestel: "Mathematics provides a mean of communication which is 
powerful, concise and ambiguous". Met 'n gemeenskaplike en wyd verstaanbare 
notasie is die vermoe om wiskundig te kommunikeer geweldig verhoog (Resnikoff & 
Wells 1973: 206). Dit is dus te verstane dat wiskunde so geweldig gegroei het sedert 
simbole notasie wereldwyd gestandaardiseer is. Mense wat verskillende tale praat, 
kan wiskundig met mekaar kommunikeer omdat hulle 'n gemeenskaplike 
gestandaardiseerde simbolestelsel gebruik. In Hoofstuk 6 word verder hierop 
uitgebrei. 
4.5 Vermindering van verstandelike aktiwiteit 
Die voordeel van die simboliese beskrywing van 'n probleem, le in die gebruik van 
standaard algoritmes wat byna sonder enige denke ingespan kan word. In hierdie 
verband het Eves (1980: 127) gese: 
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"Although in general the problems present little difficulty when attacked with 
modem algebraic symbolism, it must be conceded that rhetorical solutions 
would demand dose mental attention". 
Die probleem, soos gestel deur Smith in paragraaf 2.4, weerspieel bogenoemde 
stelling duidelik. In modeme algebra'iese notasie kan ons die probleem herlei na 
x 2 + x = 1260, en die vergelyking skryf as x 2 + x - 1260 = 0 en faktoriseer as 
(x + 36Xx - 35) = 0 om die oplossing van 35 te kry. Die oordeelkundige gebruik van 
simbole kan dus kognitiewe verligting bring. Whitehead (1911: 59) skryf alreeds in 
1911 die volgende: 
"By relieving the brain of all unnecessary work, a good notation sets it free to 
concentrate on more advanced problems, and in effect increases the mental 
power of the race. Before introduction of the Arabic notation, multiplication 
was difficult, and the division even of integers called into play the highest 
mathematical faculties. Probably nothing in the modem world would have 
more astonished a Greek mathematician than to learn that, under the influence 
of compulsory education, the whole population if Western Europe, from the 
highest to the lowest, could perform the operation of division for the largest 
numbers". 
Cajori (1928b: 337) sluit hierby aan en wys daarop dat simbole Jang geskrewe 
uitdrukkings saampers sodat dit vinnig en gemaklik kognitief ondersoek kan word. 
Hy wys ook op die vermoe van simbole om logiese verwantskappe uit te druk: 
"Others serve also in placing and keeping logical relationships before the mind". 
Maar volgens Cajori (1928b: 337) is die grootste voordeel wat simbole inhou die 
aanpasbaarheid van simbole om uit verskillende gesigshoeke na 'n probleem te kyk. 
4.6 Gevolgtrekking 
In hoofstuk 2 is aangetoon dat byna alle vergelykings sonder die gebruik van 
algebralese notasie opgelos kan word. Maar dit is 'n baie langdradig en stadige proses 
wat met groot inspanning geskied. Daar is soveel verstandsinspanning nodig, dat 
wiskunde slegs vir 'n klein handjie vol wiskundiges beskore was. Met die gebruik van 
algebralese simbole bet lineere algebra so vereenvoudig en verkort dat dit nou binne 
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die bereik van byna alle mense is. In hoofstuk 4 is aangetoon dat die krag van 
algebralese simbole in 'n groot mate in die kompaktheid, wat met die gebruik van 
simbole gepaard gaan, le. Die gebruik van simbole is dus noodsaaklik, daarsonder 
sou wiskunde nie tot op die huidige vlak kon ontwikkel het nie. 
Alhoewel die akkuraatheid van simbole belangrik is, is die mate van akkuraatheid en 
presiesheid wat op skoolvlak benodig word, van geringe aard. Dit kan met baie min 
algebralese simbole bereik word. Selfs die voordele wat simbole vir die 
kommunikasie oor die taalgrens heen inhou, is in skoolwiskunde nie van belang nie. 
Wat we! belangrik is, is die kort en bondige skryfWyse wat simbole bied. Dit is nie 
slegs tyd- en arbeidbesparend nie, maar maak wiskunde meer bevatlik vir die oog en 
verstand. Ongelukkig is dit terselfdertyd ook moeiliker verstaanbaar. In die volgende 
hoofstuk word na 'n wyse gesoek waarop simbole op so 'n wyse gebruik word, dat die 
krag daarvan ten voile benut word, maar dat die nadele wat daarin skuil sover 
moontlik voorkom word. 
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5. Oordeelkundige gebruik van simbole 
5.1 lnleiding 
Die gebruik van algebraiese simbole hou nie net voordele in nie, maar definitief ook 
nadele. De Morgan het alreeds in 1842 teen die oormatige gebruik van simbole 
gewaarsku (kyk pl). In hierdie hoofstuk word gepoog om die gevare wat in die 
gebruik van simbole skuil te identifiseer. Die verkeerde gebruik van simbole word 
ook ondersoek. 'n Historiese terugblik op die gebruik van simbole word ook gedoen. 
Daarna word 'n aantal reels vir die gebruik van simbole onder die loep geneem. 
Die wyse waarop algebraiese simbole gebruik moet word om die voordele daarvan 
ten voile te benut en die nadele daarvan sover as moontlik te vermy, is dus in hierdie 
hoofstuk van belang. 
5.2 Gevare in die gebruik van algebrai"ese simbole 
5.2.1 Simbole stroop 'n woordprobleem van sy oorspronklike betekenis 
Seki (1680) het 'n sekere dee! van algebra die kigen seiho genoem en volgens Smith 
(1953: 386) beteken dit: " ... a method for revealing the true and buried origin of 
things, ... ". Dieselfde idee kry ons in die titels van die algebralese werke van Folinus 
(1622) en Gosselin (1577). Simbole het dus die vermoe om 'n probleem van sy 
betekenis en konteks te stroop. Juis dit hou ook die voordeel in dat verskillende 
probleme met dieselfde algoritme opgelos kan word. Ook hierin le die krag van 
algebra. Dit het tot gevolg dat komplekse probleme, sodra dit simbolies voorgestel is, 
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sonder verstandelike inspanning opgelos kan word. Maar dit hou die gevaar in dat die 
resultate wat verkry word deur die algoritme te gebruik, nie gelnterpreteer kan word 
in terme van die werklike oorspronklike probleemkonteks nie. 'n Wyse waarop die 
konteks in vergelykings behou kan word, word in paragraaf6.4.3. l bespreek. 
5.2.2 Oormatige gebruik van simbole 
As ons na byna enige algebrahandboek uit die l 7de en !8de eeu kyk dan sien ons dat 
byna geen simbole gebruik is nie. Hodder (Smith 1953: 395) het byvoorbeeld geen 
simbole voor bladsy 20 l gebruik nie; hy merk op "Note that a + thus, doth signifie 
Addition, and two lines = Equality, or Equation, but a x thus Multiplication'', geen 
ander simbole is gebruik nie. Dit is verbasend dat lineere algebra byna volledig 
ontwikkel het nog voordat die simboliese fase aangebreek. Maestro Dardi van Pisa 
het alreeds in die veertiende eeu sonder algebraiese notasie 198 verskillende soorte 
vergelykings opgelos. Van hierdie vergelykings was kompleks en het tot magte van 
twaalf bevat (Van Egmond 1994: 207). Daar is dus oenskynlik 'n groot veld van 
algebra, wat byna alle skool-algebra insluit, wat histories sonder die gebruik van 
simbole gedoen is. Alhoewel 'n matige gebruik van simbole die sake vergemaklik, is 
baie van die simbole wat gebruik word, oorbodig. Alexandre Saverien (soos 
aangehaal deur Cajori 1928b: 330) bet horn alreeds in die agtiende eeu soos volg teen 
die oormatige en onnodige gebruik van simbole uitgespreek: 
" ... is .J aa + 2ab + bb not better than W which some wish to substitnte for 
it? ... To invent new characters which signify nothing else than those which have 
been already accepted, is a wanton embroilment of things ... I believe that the 
less one uses characters~ the more one learns of mathematics,,. 
5.3 Verwarring as gevolg van die swak gebruik van simbole 
Simbole is kragtig en moet met groot versigtigheid gebruik word. Sekere gebruike 
van simbole skep verwarring en dit moet sover moontlik voorkom word. 
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5.3.1 Verskillende simbole vir dieselfde konsep 
In die geskiedenis bet dit baie keer gebeur dat verskillende skrywers verskillende 
simbole vir dieselfde begrip of bewerking gebruik. In 1753 was die simbool vir 
deling nog nie gestandaardiseer nie. Dit bet daartoe aanleiding gegee dat Alexandre 
Saverien (soos aangebaal deur Cajori 1928b: 330) die volgende geskryfbet: 
"Oh! What can be more useless, and more capable of disgusting a beginner and 
of embarrassing a geometer, than three expressions.,:,+ to mark division?'' 
Daar bestaan verskillende simbole vir vermenigvuldiging: a.b, (a)b, ab, (a)(b), axb 
asook by die voorstelling van breuke t = 0,5 = % = 2-' . Die gevolg is dat 'n beginner 
maklik verwar kan word. Met die onderrig en leer van wiskunde moet daar in die 
besonder bierop gelet word. 
Daar bestaan enkele gevalle waar die gebruik van meer as een simbool tog voordele 
inhou, soos in die geval met differensiaalrekene waar die notasies : , f'(x) en Dx(f) 
gebruik word (vergelyk paragraaf 2.5.6). Die kettingreel in funksionele notasie lei 
SOOS volg: 
Laatf en g funksies wees met g differensieerbaar in x en[ differensieerbaar in g(x). 
Dan ts die funksie f o g differensieerbaar m die punt x en 
(f 0 g)'(x) = f'(g(x)).g'(x). 
Dit kan ook anders gestel word: Laaty ~ g(x), dan is D,(f o g)(x) = Dyf(y).D,(y). 
Vir leerlinge is die kettingreel egter meer verstaanbaar as dit in die : - notasie 
uitgedruk word as wanneer funksionele notasie gebruik word. Die kettingreel kan 
uitgedruk word as 
df(x) df(x) dy 
---;;;- = ---;;;- . dx ff . d" dy . da 1er 1s 1e dx - notas1e tot groot nut om t 
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dit makliker onthou en verstaan word omdat dit voorkom as of dit as 'n kwosient 
gesien kan word wat vereenvoudig. 
Dit is ook die geval met integrasie deur substitusie. Laat fen g funksies wees met g 
1-1-duidig en differensieerbaar. Dan gaan ff(x)dx oor m f .f(g(t))g'(t)dt, of 
makliker gestel in die :-notasie: ff (g(t)) ~~ dt. Die :- notasie is dus somtyds 
voordeliger. 
5.3.2 Een simbool vir verskillende begrippe 
Die omgekeerde is egter ook waar. Daar bestaan talle gevalle waar dieselfde simbool 
vir verskillende begrippe of bewerkings gebruik word. Die simbool, A, word 
byvoorbeeld gebruik vir die voorstelling van 'n diskriminant, A = b2 - 4ac, sowel as 
vir 'n driehoek. Dan is daar ook nog a·1=1/a, maar/-1 wys na die inverse funk:sie van 
'n funksie f indien dit bestaan. 
Dan het dieselfde simbool met 'n verskillende ruimtelike posisie ook nog verskillende 
betekenisse. Vergelyk byvoorbeeld 3, 13, a3, en a3. 
Dieselfde geld ook vir die letters wat gebruik word vir veranderlikes. In die volgende 
voorbeeld het x in elke geval 'n antler betekenis: 
• 2x+6=8 
• y=2x+6 
• 2x + 6 = 2 (x + 3) 
In die eerste geval wys x op 'n spesifieke getal wat 'n vergelyking waar maak, maar in 
die tweede geval verwys x na 'n getal wat verander. In die derde geval wys x na enige 
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getal. Slegs uit die konteks van die probleem kan die gebruik van die simbool afgelei 
word. Whitehead ( 1911) laat horn soos volg hieroor uit: 
"puzzling to those engaged in tracing out meanings, but ... very convenient in 
practice .... The one essential requisite for a symbol in ... [the mathematician's] 
eyes is that whatever its possible varieties of meaning, the formal laws for its use 
shall always be the same". 
Daar bestaan dus sekere gevalle (soos by die veranderlike) waar dieselfde simbool vir 
verskil\ende begrippe voordele inhou, maar dan moet die betekenis van die simbool 
duidelik uit die konteks afgelei kan word. 
5.3.3 Die inkonsekwentheid in die gebruik van simbole 
Joubert (1986: 283) waarsku dat die inkonsekwente gebruik van simbole tot 
verwarring kan lei. Ons sien die inkonsekwentheid in die gebruik van simbole die 
duidelikste in die volgende voorbeeld waar aangrensing van simbole verskillende 
betekenisse het: 21 = 2 + + maar 2a = 2 x a. Hierdie gebruik het die potensiaal om 
enige beginner te verwar en te frustreer. 
5.4 Historiese terugblik op die gebruik van simbole 
Deur die geskiedkundige ontwikkeling van wiskunde was daar konflik tussen 
wiskundiges aangaande hulle oortuigings oor die gebruik van wiskundige simbole. 
Aan die een kant is daar die wat soos Euklides, geen simbole wil gebruik nie terwyl 
daar aan die ander kant diegene is wat vereis dat simbole in so 'n mate gebruik moet 
word dat gewone geskrewe taal totaal uitgesluit word. Die werklike meriete en 
gebreke van hierdie twee ekstreme standpunte kan uit die geskiedenis van wiskunde 
bepaal word. 
Die eerste gedrukte uitgawe van Euklides se Elemente en die eerste vertalings van 
Arabiese algebra in Latyn het min of geen simbole bevat nie. Gedurende die 
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Renaissance het daar 'n behoefte vir die gebruik van simbole in algebra ontstaan. 
Daarom het die Europeers in die sestiende eeu simbole vir die skryf van vergelykings 
ontwikkel. In daardie tyd is die argumente en verduidelikings vir elke stap in die 
oplossing van 'n probleem, egter in gewone taal uitgeskryf 
In die sewentiende eeu is daar in nog 'n groter mate van simboliese taal gebruik 
gemaak. Hierdie beweging kan in die werke van Pierre Herigone (Frans), William 
Oughtred (Engeland) en J.H. Rahn (Switserland) waargeneem word. Herigone het in 
Cursus mathematicus (1634) 'n groot verskeidenheid selfontwerpte simbole gebruik. 
Herigone (1634: soos aangehaal deur Cajori 1928a: 426) se in sy voorwoord: "I have 
invented a new method of making demonstrations brief and intelligible, without the 
use of any language". In Engeland het William Oughtred meer as honderd en vyftig 
nuwe simbole gebruik, waarvan hy self die meeste saamgestel het. Hy het die tiende 
boek van Euklides se Elemente oorgeskryf in 'n ideografiese sty! en vir hierdie doe! 
veertig nuwe simbole gebruik. Volgens Cajori (1928a: 427) het baie van sy lesers 
gekla oor die beknoptheid en kompaktheid van sy vertaling. John Wallis het in 
Oughtred se voetspore gevolg en in sy tyd het daar openlike konflik ontstaan oor die 
oormatige gebruik van simbole in sy Operum mathematicorum (1655). Thomas 
Hobbes (soos aangehaal deur Cajori 1928a: 427) het heftig op die werk gereageer: 
"And for ... your Conic Sections, it is so covered over with the scab of symbols, that I 
had not the patience to examine whether it be well or ill demonstrated". Hy se ook: 
"Symbols are poor unhandsome, though necessary scaffolds of demonstration" en 
verduidelik dan: 
"Symbols, though they shorten the writing, yet they do not make the reader 
understand it sooner than if it were written in words. 
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... Besides, if you but consider how none of the ancients ever used any of them 
in therr pubhshed demonstrations of geometry, nor in therr books of arithmetic 
... you will not, I think, for the future be so much in love with them .. " 
Intussen het Rahn se Algebra in 1659 die lig gesien. Hierdie werk is in Engels vertaal 
en is met veranderings deur John Pell in 1668 gepubliseer. In hierdie uitgawe is elke 
stap in die oplossing gemerk en met behulp van simbole verduidelik, byna geen 
woord is gebruik nie (Cajori l 928a: 430). In Switserland is die gebruik totaal 
verwerp en in Engeland is dit traag ontvang. Dit het dus nie 'n permanente algemene 
gebruik van simbole geword om die woordelikse verduidelikings totaal met simbole 
te vervang nie. In die groot wiskundige werke van die sewentiende eeu - die 
Geometrie van Descartes asook in die werke van Pascal, Fermat, Leibniz en in die 
Principia van Sir Isaac Newton is simbole matig gebruik. 
Dieselfde stryd sien ons ook in meetkunde waar een party geen simbole wil gebruik 
en die antler weer byna net simbole gebruik. In 1655 het Barrow Euklides se 
Elemente in Latyn en daama in 1660 in Engels vertaal. Sy doel met die uitgawe was 
om die Elemente in een bundel saam te vat deur van simbole gebruik te maak. John 
Keil! (soos aangehaal deur Cajori 1928a: 428) het die volgende kritiek hierteenoor 
uitgespreek: "Barrow's demonstrations are so very short, and are involved in so many 
notes and symbols, that they are rendered obscure and difficult to one not versed in 
Geometry". Die ander party se siening is deur 'n onbekende skrywer ( soos aangehaal 
deur Cajori 1928a: 428) in die London Quarterly .Journal van 1864 uitgespreek: 
"The amount of rehef which has been obtained by the simple expedient of 
applying to the elements of geometry algebraic notation can be told only by 
those who remember to have painfully pored over the old editions of Simson's 
buclid. The practical effect of this is to make a complicated ttain of reasoning 
at once intelligible to the eye, though the mind could not take it in without 
effort". 
Die resultaat van die tweehonderd en vyftigjarige geskil was dat die twee ekstreme 
voorstelle beide vermy is. Die algebra en meetkunde, vanaf die laaste gedeelte van 
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die negentiende eeu tot vandag toe, bevat slegs 'n matige boeveelbeid algebrarese 
simbole. Alboewel Euler, Lagrange en Laplace in gevorderde wiskunde we! ryklik 
van simbole gebruik gemaak bet, is die beredenering en verduideliking in gewone taal 
geskryf Individuele skrywers wat op elementere terrein oormatig van simbole 
gebruik gemaak bet, is eenvoudig oorskadu deur die antler skrywers. Cajori ( l 928a: 
431) vergelyk die boeveelbeid algebrarese simbole wat gebruik moet word met twee 
skoolseuns se definisie van sout: 
"Salt is what, if you spill a cupful into the soup, spoils the soup." 
en 
"Salt is what spoils your soup when you don't have any in it. " 
5.5 Reels vir die gebruik van simbole 
As gevolg van die geweldige voordele wat algebraiese simbole inhou, is die gebruik 
van notasie in algebra onvermydelik. Maar simbole moet versigtig en volgens 
bepaalde reels gebruik word om die gevare en nadele daarvan sover moontlik te 
vermy. Lagrange ( soos aangebaal deur Cajori l 928b: 209) bet alreeds in 1797 die 
volgende gese: 
"In this regard I have set myself the following rules: 
(1) To make the notations as much as possible analogous to the received 
11otations; 
(2) Not to introduce notations which are not needed and which I can replace 
without confusion by those already in nse; 
(3) To select very Simple ones, yet such that will exhibit all the varieties which 
the different operations require". 
Bebalwe die reels moet simbole met oorleg en versigtigbeid gebruik word. In die 
onderrig moet die konteks waaruit algebraiese probleme ontstaan sover moontlik 
bebou word. Slegs een simbool moet sover moontlik vir 'n wiskundige begrip gebruik 
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word en ook omgekeerd. Uitsonderings moet tot die minimum beperk word. Die 
gebruik van simbole moet ook konsekwent wees, anders kan verwarring ontstaan. 
5.6 Gevolgtrekking 
Dit is moeilik om die voor- en nadele van die gebruik van algebrarese simbole van 
mekaar te skei. Wat in een geval 'n voordeel is, is in die ander geval 'n nadeel. Die 
historiese terugblik oor die stryd wat daar geheers het betreffende die hoeveelheid 
simbole wat in wiskunde gebruik moet word, dien as waarskuwing: dit maan ons tot 
die spaarsame en korrekte gebruik van simbole in wiskunde. Dit het besondere 
implikasies vir die onderrig daarvan in wiskunde. Slegs die noodsaaklike simbole 
moet gebruik word. Simbole moet konsekwent gebruik word, en sover moontlik een 
simbool per begrip en omgekeerd. As hierdie reels geld vir wiskundiges, hoeveel te 
meer dan nie wat betref skoolwiskunde nie. Die voordele wat die gebruik van simbole 
aanvanklik inhou, kan met die onoordeelkundige gebruik van simbole meer nadele as 
voordele inhou. Die wyse waarop algebra onderrig en geleer moet word om 
bogenoemde slaggate te probeer vermy word in hoofstuk 6 bespreek. 
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6. Die onderrig en leer van algebra 
6. 1 /nleiding 
In teenstelling met hoerskoolmeetkunde is algebra 'n simbooldeurdrenkte wiskundige 
terrein. Die werk wemel van plustekens, minustekens, deeltekens, letters, hakies, 
eksponente, worteltekens, gelykaan-tekens, logaritmiese notasie en baie ander 
simbole. As gevolg van hierdie oorbeklemtoning van algebraiese simbole beleef 
leerlinge algebra as iets misterieus (Cunningham 1986: 224). Whitehead (1911: 59) 
beskryf dit soos volg: 
"Mathematics is often considered a difficult and mysterious science, because of 
the numerous symbols which it employs. Of course, nothing is more 
incomprehensive than a symbolism which we do not understand. Also a 
symholism, which we only partially understand and are unaccustomed to use, is 
difficult to follow ... By aid of symbolism, we can make transitions in reasoning 
almost mechanically by the eye, which otherwise would call into play the higher 
faculties of the brain". 
In Hoofstuk 3 is alreeds aangetoon dat die krag van wiskunde in die gebruik van 
simbole le, maar in Hoofstuk 5 was dit duidelik dat dit tot gevolg het dat die vak 
moeilik onderrig en geleer word. In die geskiedenis van wiskunde is dit duidelik dat 
die voordele van die gebruik van simbole die nadele daarvan oortref en dat die 
gebruik van simbole noodsaaklik is. Higginson (soos aangehaal deur Jarvis 1992: 61) 
vat <lit soos volg saam: 
"Much of the power of mathematics stems from the potency of its symbols. 
There is, however, a prize to be paid for this potency. The symbols which serve 
as highly effective tools for some are most formidable barriers for others". 
In Hoofstuk 4 is alreeds maniere uitgewys waarvolgens hierdie "barriers" gedeeltelik 
verwyder kan word. Die doe! van hierdie hoofstuk is om die wyse te bepaal waarop 
algebra onderrig moet word sodat die voordele wat simbole inhou maksimaal benut 
word en die nadele sover as moontlik vermy word. Daarom word daar in hierdie 
hoofstuk gesoek na 'n wyse waarop simbole meer effektief onderrig kan word. 
Eerstens word die verband tussen algebraiese simbole en begripsvorming ondersoek, 
daarna word die wyse waarop simbole vir verstaan onderrig moet word, bepaal. 
Laastens word die verband tussen wiskunde en taal ondersoek en die 
onderrigimplikasies vir simbole hiervan onder die loep geneem. 
6.2 Begripsvorming en algebraiese simbole 
6.2.1 Begripsvorming 
Sfard (1991 :10) glo dat abstrakte begrippe op twee fundamenteel verskillende wyse 
begryp kan word: struktureel - as objekte, en operasioneel - as prosesse. Volgens haar 
is operasionele begripsvorming normaalweg die eerste stap in die bemeestering van 
nuwe konsepte. Piaget (1970 :16) ondersteun ook hierdie gedagte: 
"the abstraction is drawn not from the object that is acted upon, but from the 
action itself It seems to me that this is the basis of logical and mathematical 
abstraction". 
Hierdie gedagte van die vorming van konseptuele objekte of entiteite is alreeds in 
1977 deur Piaget gebruik. 'n Entiteit word gesien as 'n kognitiewe objek wat deur die 
verstandstelsel as argument gebruik kan word (Hare! & Kaput 1991: 84). Tans 
gebruik baie navorsers dieselfde gedagte, maar gee dit name soos: "encapsulation", 
"reification" en "integration operation". Sfard beskryf die wyse waarop 
begripsvorming plaasvind soos volg: 
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"Thorough analyses of the stages in concept formation leads us to the 
concllL,ion that transition from computational operations to abstract objects is a 
long and inherently difficult process, accomplished in three steps: 
interiorization, condensation, and reification". 
Sfard ( 1991: 3) glo dat die vermoe om 'n wiskundige begrip, beide as 'n proses en as 'n 
objek te sien, 'n voorvereiste vir 'n diepgrondige verstaan van wiskunde is. Hierdie 
gedab'1:e kom duidelik na vore in die funksiebegrip. 'n Funksie kan byvoorbeeld nie 
net as 'n versameling geordende getalle pare gedefinieer word nie, maar ook as 'n 
proses om van een stelsel na 'n ander te beweeg. Dreyfus (1991: 30) sluit hierby aan, 
maar glo dat 'n persoon selfs meer as twee verstandelike voorstellings vir dieselfde 
wiskundige begrip mag he. Om suksesvol in wiskunde te wees is dit wenslik om ryk 
verstandelike voorstellings van konsepte te he aangesien verskillende wiskundige 
situasies op verskillende wyses benader word. Hierdie verskillende voorstellings van 
'n wiskundige begrip sluit mekaar nie noodwendig uit nie, net soos die partikel en 
goltbeweging van Jig mekaar nie uitsluit nie maar mekaar eerder komplementeer. 
Dreyfus (1991: 32) stel dit soos volg: 
~'In n1ore favourable cases, several n1ental representations for the same concept 
may complement each other and eventually may be integrated into a single 
representation of that concept". 
'n Resultaat van hierdie proses is 'n veelvuldig-verbinde voorstelling, 'n toestand wat 'n 
persoon in staat stel om verskillende voorstellings gelyktydig te gebruik, en om op 
sekere momente tussen hierdie voorstellings te wissel soos wat die situasie of die 
probleem waaroor gedink word dit vereis. Verskillende stimuli kan verskillende dele 
van 'n konsepbeeld aktiveer (Tall 1991: 7). Sfard (1991: 17) beklemtoon dat 
operasionele begripsvorming strukturele begripsvorming normaalweg voorafgaan en 
glo dat dit as 'n voorskrif vir onderrig moet dien. 
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6.2.2 Begripsvorming en die historiese ontwikkeling van algebraiese simbole 
In Hoofstuk I is genoem dat algebra beter verstaan word as dit, soos dit aanvanklik 
histories ontwikkel het, onderrig word. In die historiese ontwikkeling van algebralese 
simbole is daar tussen drie fases onderskei: die retoriese fase, waarin oplossings 
geheel in woorde beskryf is, 'n sinkoperende fase waarin afkortings in die oplossings 
gebruik is, en die simboliese fase. Daar is 'n besondere ooreenkoms tussen die 
bistoriese ontwikkeling van algebralese simbole en die wyse waarop begripsvorming 
volgens Sfard se model plaasvind. Die eerste fase van begripsvorming volgens Sfard 
(1991: 18) is interieurisasie (interiorization) waar sekere prosesse op reeds bestaande 
wiskundige entiteite uitgevoer word. Die tweede, die kondensasie (condensation) 
fase waartydens die bewerkings of prosesse in meer banteerbare eenhede gepers 
word. Die derde fase is die "reification" fase wat die skielike vermot\ bebels om 
reeds bekende inligting in 'n nuwe Jig te sien. In hierdie fase word 'n objek losgemaak 
van die proses wat dit voortgebring bet. Harper (1987: 77) bet na 'n eksperimentele 
ondersoek die verband tussen die historiese ontwikkeling van algebraiese simbole en 
konsepvorming soos volg beskryf: 
" ... the same conceptual achievements are to be detected also in the responses 
of pupils, and that their sequencing might provide some support to the 
conjecture that phylogenetic evolution is paralleled by ontogenic development". 
Kieran (1992: 395) wys ook op hierdie ooreenkoms tussen Sfard se model en die 
bistoriese ontwikkeling van algebra: 
"The historical evolution of algebraic symbolism from verbal prescriptions to 
the representation of unknowns to expressions of general relationships - an 
evolution that can be described in procedural~structional terms ... ". 
Sfard (1991: 6) bet beklemtoon dat dit 'n baie Jang periode van ervaring vereis voordat 
prosedurele konsepsies omgesit kan word in strukturele konsepsies. Prosedure\e 
konsepsies is gewoonlik beskikbaar en die sterkte in bierdie area moet gebruik word 
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om algebralese aktiwiteite meer verstaanbaar te maak. Die leerlinge moet die vermoe 
ontwikkel om tussen die prosedure en strukturele konsepte te wissel, en die voordeel 
van een bo die ander raak te sien. 
Leerlinge moet tydens die onderrig van algebra self deur die historiese proses waar 
volgens simbole ontwikkel het, gelei word. 'n Ander wyse waarop leerlinge 
prosedureel voorberei kan word, is om probleme deur middel van skatting op te los. 
6.2.3 Oplossing deur skatting 
Die Egiptenare het volgens die Moscowpapirus (1650 v.C.) probleme deur skatting 
opgelos. Die metode staan bekend as "Rule of False Position" en is tot so laat as die 
sestiende eeu gebruik (Hooper 1948: 78). In Robert Recorde se boek Grounde of 
Artes, wat in die sestiende eeu gepubliseer is, is die metode soos volg beskryf: 
"Gesse at this woorke as happe doth leade. 
By chaunce to truthe you may procede. 
And firste woorke by the question, 
Although no thruthe therein be don. 
Suche falsehode is so good a grounde, 
That truth by it will soone byfounde." (in Hooper 1948: 78) 
Kieran (1992: 400) het bevind dat die leerlinge wat vergelykings slegs met behulp van 
die formele metodes kan oplos, nie konseptueel gereed is om hierdie vergelykings in 
probleemsituasies te gebruik nie. Om konseptueel gereed te wees, is dit noodsaaklik 
dat die historiese weg gevolg moet word. As die leerlinge die vergelykings eers deur 
skatting oplos, ontwikkel hulle 'n gebalanseerde siening van 'n vergelyking. Die 
oplossings van vergelykings deur raaiskote, gee 'n prosedurele basis waarop die 
strukturele proses gebou kan word. 
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6.2.4 Konseptuele entiteite en die werkende geheue 
Een van die psigologiese regverdigings vir die vorrning van konseptuele entiteite le in 
entiteite se verrnoe om kennis te konsolideer. Op hierdie wyse word gekompenseer 
vir die verstand, in besonder vir die werkende geheue se beperkte prosesserings-
kapasiteit (Hare! & Kaput 1991: 84). Om te voorkom dat inligting gedurende die 
werkende geheue se prosesse verlore gaan, moet groot hoeveelhede inligting in enkele 
eenhede of konseptuele entiteite saamgedruk word. Om dus aan 'n funksie as 'n 
proses te dink sal meer werkende geheue ruimte vereis as wanneeer dit in 'n enkele 
entiteit gekodeer word. Ons sien dit veral in Euklides se stellings wat in Hoofstuk 2 
aangehaal is: 
Proposisie 11-l: As daar twee reguitlyne is, en een van hulle word in enige 
hoeveelheid segmente opgebreek, dan is die reghoek wat deur die twee reguitlyne 
bevat word gelyk aan die som van die reghoeke wat bevat word deur die 
onopgebreekte lyn en elkeen van sy segmente. 
Proposisie II-1 kan simbolies as die bekende distributiewe wet geskryf word: 
l(a + b + c) ~ la + lb '- le. Proposisie II-I is in woorde net te lank en te veel vir die 
werkende geheue, terwyl die simboliese vorm met gemak hanteer kan word. Maar 
Hare! en Kaput ( 1991: 84) waarsku dat die regverdiging van die vorrning van 
wiskundige entiteite, nie slegs as gevolg van die geheuelading is nie: 
"In such situations comp1'ehension requires that certain concepts act mentally as 
objects due to an intrinsic characteristic of the construct involved". 
6.2.5 Begripsvorming en wiskundige simbole 
Die krag van wiskunde wat met die rol van wiskundige entiteite geassosieer word, is 
nou verwant aan die rol wat simboliese notasie in wiskunde speel. Cajori ( l 928b: 
337) wys daarop dat simbole die verrnoe het om Jang geskrewe uitdrukkings saam te 
pers sodat dit maklik verstandelik ondersoek kan word - 'n eienskap wat in die vorige 
paragraaf aan konseptuele entiteite toegeken is. Hare! en Kaput (1991: 89) het twee 
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voorwaardes gestel wat help om 'n entiteit van antler verstandelike aktiwiteite te 
onderskei. Een is hulle kontinue teenwoordigheid in 'n verstandsvoorstelling; die 
antler is 'n entiteit se vermoe om as 'n argument in 'n antler verstandsprosedure of 
argument op te tree. Deur kontinue perseptuele belewing help wiskundige notasie om 
die basis vir kontinue konseptuele teenwoordigheid te verskaf Hier dien wiskundige 
notasie as name van items in die konseptuele wereld. Deur 'n eksplisiete naam vir 'n 
verstandelike aktiwiteit te he, word die objektivering daarvan aangehelp (Hare! & 
Kaput 1991: 89). Dan moet hierdie wiskundige simbool egter op die een of ander 
wyse met die konseptuele item gei"ntegreer wees. Dit is juis die probleem wat op 
skoolvlak voorkom. Hare! en Kaput ( 1991: 89) stel dit soos volg: 
"Otherwise, all that one might end with is, say, an easily reproducible mental 
experience of a mark or character string, with no other mental activity or 
structure beyond that primitive experience - which is the experience of 
altogether too many students". 
Dreyfus (1991: 30) beskryf die rol van simbole soos volg: 
" ... symbols involve relations between signs and meanings; they serve to make a 
person's implicit knowledge - the meaning - explicit in terms of symbols. 
There must be some meaning associated with a notion before a symbol for that 
notion can possibly be of any use; in the educational discourse of teaching 
mathematics, this is too often overlooked leading to the well known 
phenomenon of 'symbol pushing'". 
Wiskundeleerlinge moet simbole gebruik as 'n bondige wyse om hulle self mee uit te 
druk. Deur wiskundige notasie te gebruik kan komplekse idees of verstandsprosesse 
saamgepers word en deur fisiese wiskundige notasie verteenwoordig word, wat op 
hulle beurt nuwe idees reflekteer of genereer (Hare! & Kaput 1991: 88). In hierdie 
verband kan die krag van 'n wiskundige simboolstelsel gemeet word aan die graad van 
getrouheid waarmee simboliese bewerkings belangrike verstandelike bewerkings 
reflekteer. 
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Die ontdekkers van wiskundige notasie het dit geskep om die inhoud van hulle denke 
te reflekteer. Leibniz stel dit soos volg: 
"In signs one observes an advantage in discovery which is greatest when they 
express the exact nature of a thing briefly and, as it were, picture it; then indeed 
the labor of thought is wonderfully diminished". (soos aangehaal deur Cajori 
19'.l8b: 184) 
Hare! en Kaput ( 1991: 91) stel dit nog sterker: hulle glo dat die struktuur van 
konsepsies op 'n wyse deur die struktuur van wiskundige notasies gereflekteer word. 
Maar die omgekeerde is nog belangriker naamlik dat die bewerkings wat met 
wiskundige simbole gedoen word, op 'n wyse deur die verstandsaksies op die 
konsepsies gereflekteer moet word. Met antler woorde wiskundige simbole kan as 
substitute vir konsepte dien. Dit stel 'n mens in staat om jou 'verstand se fokus' te 
verander deur die notasie te verander (Hare! & Kaput 1991: 93). Op hierdie wyse het 
die gebruik van simbole tot gevolg dat nuwe afleidings in wiskunde gegenereer word 
(McQualter 1983: 3). 
6.2.6 Begripsvorming en die ordening van leerstof 
Volgens Kieran (1992: 395) kry die meeste leerlinge nie in die ware sin van die woord die 
regte siening van die strukturele aspekte van algebra nie. Baie leerlinge bereik nooit die 
strukturele gedeelte van die prosedurele-strukturele siklus nie. Tall (1991: 3) sluit 
hierby aan en glo dat die huidige onderrigmetodes nie daarin slaag om die voile krag 
van wiskundige denke by die leerders tuis te bring nie. Hy glo die probleem le daarin 
dat 'n logiese voorstelling van die leerstof nie voldoende is vir die kognitiewe 
ontwikkeling van die leerlinge nie. Tall (1991: xiv) stel dit soos volg: 
"There is a huge gulf between the way in which ideas are built cognitively and 
the way in which they are arranged and presented in a deductive order''. 
Freudenthal (1979: 58) waarsku dat die onderrig nie in die volgorde van die finale 
deduktiewe wiskundige produk moet plaasvind nie. Dit is nie die wyse waarop 
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wiskundiges daarby uitgekom het nie. Die ordening het eers later gekom. Die 
sienswyse van Skemp (1986) is dat die huidige onderrig geneig is om aan die 
leerlinge die produk van wiskundige denke eerder as die proses van wiskundige denke 
te gee. 
Tall ( 1991: 3) wys daarop dat alle gevorderde wiskundige konsepte abstrak is. 
Hierdie konsepte begin as prosesse "which are encapsulated as mental objects". Hy 
het bevind dat daar empiriese getuienis is vir die feit dat die voldoende ordening van 
onderrig- en leeraktiwiteite, wat ontwerp is om die leerlinge te help met die bou van 
konsepte, baie suksesvol is. 
6.2.7 'n Samevatting oor die verband tussen begripsvorming en simbole 
Daar is 'n besondere ooreenkoms tussen die wyse waarop simbole histories ontwikkel 
het en die wyse waarop begripsvorming plaasvind. Simbole het vanaf woordelikse 
beskrywings gegroei na die gebruik van 'n onbekende en daarna na die uitdrukking 
van algemene verwantskappe. Soortgelyk hieraan groei begripsvorming stadig deur 'n 
bepaalde siklus, vanaf 'n prosedure na 'n strukturele entiteit Hierdie feit moet in die 
onderrig en leer van wiskunde asook in die ordening van leerstof verreken word. 
Net soos simbole lang geskrewe uitdrukkings saampers soda! dit maklik verstandelik 
ondersoek kan word (vergelyk paragraaf 4.5), net so het konseptuele entitieite die 
vermoe om kennis te konsolideer aangesien dit die oorlading van die werkende 
geheue voorkom. Simbole kan ook as name of substitute vir konsepte dien. Dit het 
tot gevolg dat kontinue perseptuele belewing van simbole die kontinue perseptuele 
teenwoordigheid verseker. Wanneer simbole egter los is van sinvolle 
verstandsvoorstellings, is dit nutteloos' 
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6.3 Verstaan van algebraiese simbole 
In Hoofstuk l is reeds aangetoon dat die ontwikkeling van verstaan, die basiese 
uitgangspunt van wiskundeonderrig behoort te wees. In hierdie afdeling word die 
wyse waarop simbole verstaan word, bepaal. 
In die afgelope jare is daar alreeds baie navorsing oor 'verstaan' in die algemeen, en 
dan ook in die besonder oor 'verstaan in wiskunde' gedoen. Piaget en sy 
medewerkers se eksperimentele ondersoeke was van groot waarde vir 
wiskundeonderrig. Uit die werk van Skemp (1986), wat gedeeltelik op die van Piaget 
bou, kan drie vorme van verstaan onderskei word. Dit is instrumentele-verstaan wat 
bestaan uit die vermoe om 'n wiskundige bewerking of algoritme uit te voer, 
verwante-verstaan wat die konstruksie en gebruik van verstandskonseptuele skemas 
behels, en formele- of logiese-verstaan wat die vermoe is om wiskundige simbole en 
notasies met die relevante wiskundige idees te verbind (Ernest 1987: l 0). Meer 
onlangs het Hiebert en Carpenter (1992: 65-71) 'n model vir die verstaan van 
wiskunde saamgestel, wat op die ou sowel as op nuwe leerpsigologie gebou is en wat 
in 'n groot mate die van Skemp insluit. 
6.3.l 'n Model vir die verstaan van wiskunde 
Hiebert en Carpenter ( 1992: 65) gaan van die veronderstelling uit dat kennis intern 
voorgestel word en dat interne voorstelling gestruktureer is en dat dit op 'n sinvolle 
wyse aan mekaar verbind word. Vanuit hierdie perspektief definieer hulle verstaan 
soos volg: 'n Wiskundige idee, feit of metode word verstaan as sy verstandelike 
voorstelling 'n dee! van 'n interne netwerk vorm. Die graad van verstaan word deur 
die sterkte en aantal verbindings bepaal. 
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Netwerke van verstandelike voorstellings word stadig gebou soos wat nuwe inligting 
aan reeds bestaande inligting verbind word, of soos wat nuwe verwantskappe tussen 
vorige onverbinde voorstellings gekonstrueer word. Verstaan groei soos netwerke 
groter en meer gestruktureer raak en nuwe netwerke ontstaan. Die groei van netwerke 
word gekarakteriseer deur die verandering sowel as toevoeging tot netwerke. Piaget 
se teorie oor die oorgang van een verstandstoestand na 'n antler sluit hierby aan. Hy 
gebruik die woorde assimilasie om die proses waarop nuwe inligting ingeneem word 
te beskryf, en akkommodasie as die proses waarvolgens die kognitiewe struktuur 
geherorganiseer word (Vinner 1991: 65). Tall (1991: 11) sluit hierby aan, maar noem 
dit veralgemening en abstraksie. Veralgemening behels 'n uitbreiding van bekende 
prosesse terwyl abstraksie 'n massiewe verstandelike reorganisasie behels en 'n 
verstandelike entiteit tot gevolg het. Voorstellings word herrangskik, nuwe 
verbindings word gevorm en ou verbindings kan verander of verwyder word. 
Herorganisasie manifesteer as nuwe insigte of as tydelike verwarrings. Die proses 
van herorganisering van netwerke en die toevoeging van nuwe voorstellings aan reeds 
bestaande netwerke hang in 'n groot mate van die netwerke wat alreeds gevorm is, af. 
Met ander woorde, mense probeer iets verstaan en dink in terme van dit wat hulle 
alreeds weet. 
6.3.2 Verstaan en algebraiese simbole 
Tall (1991: 12) waarsku dat leerlinge eenvoudig wiskunde kan memoriseer in plaas 
van om te dink in terme van dit wat hulle alreeds weet - dit het rampspoedige 
gevolge! Dit behels die memorisering van nuwe idees as 'n addisionele versameling 
van inligting wat by die bestaande kennis gevoeg word, sonder om dit met die "ou" 
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idees te integreer. Dit het tot gevolg dat leerlinge se kennis beperk is en nie op nuwe 
situasies toegepas kan word nie. 
Die verstaan van algebraiese simbole kan op twee wyses ontwikkel word: deur hulle 
voorstelling met ander voorstellings te verbind of om verbindings binne in hul 
voorstelling onderling te vestig (Hiebert 1988: 335). Die gedagte kry ons alreeds in 
die agtiende eeu by Augustus De Morgan (soos aangehaal deur Arcavi & 
Bruckheimer 1989: 35): 
'There is much truth in the assertion that new knowledge hooks on easily to a 
little of the old, thoroughly mastered". 
6.3.2.1 Verbinding van simboliese voorstellings met andervoorstellings 
Wanneer algebraiese simbole verbind word met antler vorme, soos fisiese entiteite, 
prente of taal, dan word vooraf aanvaar dat die reeds bestaande netwerke die bron van 
betekenis is. Die sinkoperende fase is 'n voorbeeld hiervan. Hier dien die bestaande 
natuurlike taalnetwerk as die bron van betekenis. Inteme voorstellings van algebraiese 
simbole kan voordeel trek uit hierdie bestaande netwerke deur daarmee verbind te 
word. 
Die meeste algebraiese simbole waarmee leerlinge op skool te doen kry, is simbole 
wat groothede aandui of simbole wat verwantskappe tussen groothede aandui. 
Simbole soos -3 en 2,8 kry betekenis sodra dit verbind word met antler voorstellings 
van groothede, terwyl bewerking- of relasiesimbole, soos +,-,en=, betekenis kry as 
dit verbind word met relasies en aksies tussen dieselfde voorstellings tussen groothede 
wat dien as verwysings vir numeriese simbole (Hiebert & Carpenter 1992: 72). 
Leerlinge verhoog hulle vermoe van verstaan van 'n simbool soos +, soos wat hulle dit 
verbind aan 'n groot aantal verwysings. Hierdie gedagte van groeiende betekenis geld 
vir alle geskrewe simbole. Maar volgens Hiebert en Carpenter ( 1992: 72) kan 
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betekenis aan reels en prosedures wat die simbole beheer, eers nadat die individuele 
simbole betekenis gekry het, gegee word. Hierdie wyse van verstaan beskryf Sfard in 
die vorige paragraaf as prosedurele kennis, maar sy wys op die belangrikheid dat 
hierdie prosedurele kennis sal "groei" tot strukturele begrippe wat los is van die 
prosedure wat dit voortgebring het. 
6.3.2.2 Onderlinge verwantskappe tussen simboliese voorstellings 
Betekenis van algebrafese simbole kan gevestig word deur onderlinge verwantskappe 
tussen die simbole te bou. Dit gebeur wanneer patrone binne-in die simboolstelsel 
herken word. Met antler woorde, verstaan van algebrafese simbole kan ook 
voortgebring word deur verbindings binne in die stelsel self op te bou. Ernest (1987: 
11) noem dit formele- of logiese verstaan. Maar eers moet die simbool intern as 'n 
wiskundige entiteit voorgestel word. Dan kan verbindings tussen hierdie voorstellings 
gebou word_ Die patrone en reelmatighede wat binne in die simboolstelsel self is, dra 
by tot die bou van verbindings (Hiebert & Carpenter 1992: 73). 
6.3.3 Onderrigimplikasie 
Die belangrikheid van die gebruik van letters in die plek van getalle, is alreeds in die 
historiese ontwikkeling van algebraiese simbole aangetoon (kyk paragraaf 2.4.4.2). 
Die krag van algebra le in 'n groot mate juis hierin_ Eisenberg ( 1991: 144) beskou dit 
as die bousteen waarop alle abstraksies in wiskunde gebou word, tog mis die leerlinge 
die betekenis hiervan. Daarom is dit noodsaaklik dat daar in die onderrig spesifiek 
hierop gekonsentreer word. Schoenfeld (1988: 425) waarsku dat: 
" __ .the meaning of a variable is variable; using the term differently in different 
contexts can made it hard for students to understand. As teachers, we should be 
sei1sitiYe to the multiple usage". 
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Cunningham ( 1986: 224) wys daarop dat onderwysers geneig is om in die begin van 'n 
algebrakursus alreeds van simbole en die manipulasie daarvan te praat. Volgens horn 
moet hulle eerder simbole gebruik om van getalle te praat, sodat die leerlinge die 
regte perspektief kry. Op hierdie wyse word daar op die leerlinge se bestaande 
rekenkundige netwerke gebou. Kieran (1991: 49-51) het verskillende wyses 
aangetoon waarop leerlinge se algebra suksesvol uit hulle rekenkunde kan groei, mits 
hulle rekenkunde vir hulle volkome sin maak. Cunningham (1986: 224) waarsku teen 
onderrig waar verkeerde persepsies van 'n veranderlike gebou word, soos byvoorbeeld 
as van 5a en 3b gepraat word as vyf appels en drie bere. Dit lei net tot verwarring. 
Wat sal ab dan beteken? 
Maar watter voorkennis het leerlinge werklik nodig vir algebra? Cunningham (1986: 
225) wys op die volgende vyfpunte: 
• Die konsep van getal, relatiewe grootte en ekwivalensie. 
• 'n Verstaan en 'n berekeningsvaardigheid van die vier basiese bewerkings. 
• Die vermoe om algemene opmerkings, in sekere gevalle oor getalle, te maak. 
• Die verstaan van die orde-konvensies wat op rekenkundige bewerkings van 
toepassing is. 
• Die vermoe om met eenvoudige indekse te werk. 
Die laaste punt is nie essensieel nie, maar is nuttig sodra algebraiese notasie uitgebrei 
word. Dit is belangrik dat die vermoe om abstrak te kan dink, nie as voorvereiste dien 
nie. Die algebraiese notasie en simbole kan op 'n konkrete wyse onderrig word 
(Cunningham 1986: 225). Volgens Schoenfeld (1988: 425) moet die leerlinge van 
vroeg af geleer word om algemene verwantskappe in getalle te verbaliseer. Soos 
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byvoorbeeld, as 3 by enige onewe getal getel word, gee dit altyd 'n ewe getal. Pegg en 
Redan (1990: 19) wys op die belangrikheid van natuurlike taal, wat as skakel tussen 
getalspatrone en algebra moet dien. Hulle beskryf die wyse waarop die onderrig in 
algebra aanvanklik moet begin in terme van drie prosesse. Eerstens moet leerlinge 
met getalpatrone eksperimenteer, tweedens moet die leerlinge die reels wat hierdie 
spesifieke getalspatrone beheer uitdruk in natuurlike taal en derdens moet hulle 
hierdie reels in verkorte vorm uitdruk. Dit is opmerklik hoedat hierdie drie prosesse 
met die fases waardeur algebraiese simbole ontwikkel het ooreenstem. Laastens 
waarsku Cunningham (1986: 226): "It is important that the simplicity of ideas should 
not be obscured by computational difficulties". 
6.3.4 Samevatting 
Mense probeer die wereld om hulle verstaan in terme van dit wat hulle alreeds weet. 
Daarom sal simbole verstaan word wanneer dit sinvol op die leerlinge se voorkennis 
bou. Taal kan as 'n bekende bron gebruik word waarop simbole gebou word. 
Histories het simboliese notasie ook maar uit taal ontwikkel (vergelyk paragraaf 6.4). 
Hierna kan stelselmatig meer klem op die onderlinge verwantskappe in die 
simboolstelsel self gele word. 
6.4 Wiskunde as taal 
Cunningham (1986: 224) is van mening dat 'n formule 'n vertaling van 'n Engelse sin 
in simboliese vorm is. Enderton ( 1977: 13) praat ook van die "symbolic language" 
wat die "English language" vervang. In die ontwikkeling van algebraiese simbole 
(Tabel 2.4) is dit duidelik dat 'n formule oorspronklik eintlik maar net die vertaling 
van 'n gewone sin in simboliese vorm is. 
Voorbeeld. 3 derdemagte minus 6 vierkante is gelykaan 4 getal plus 5 
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Dit lyk dus of algebraiese simbole eerder 'n verkorting van natuurlike taal is. Omdat 
enige sin wat in natuurlike taal geskryf kan word nie algebraiese vertaal kan word nie, 
glo Burton (1988: 5) dat die algebraiese simboolstelsel 'n deelversameling van 
natuurlike taal is. Sy sien algebraiese simbole nie as 'n aparte taal in eie reg nie, maar 
eerder 'n telegrafiese geskrewe deelversameling van 'n natuurlike taal (Burton 1988: 
4 ). Sinne in algebraiese notasie moet binne in die natuurlike taal, waarin die 
veranderlikes as groothede se name gesien word, verstaan word. Burton toon aan dat 
dit presies daardie sinne is wat in natuurlike taal met groothede te doen bet, wat 
algebraiese vertaal kan word. 
Kan algebraiese taal egter werklik altyd in natuurlike taal uitgedruk word? In 
elementere algebra, wat handel oor die oplos van vergelykings en die 
vereenvoudiging van uitdrukkings, is dit moontlik om algebraiese taal as 'n 
deelversameling van natuurlike taal te sien. Maar die ontdekking van Viete ( dit is die 
voorstelling van bekende en onbekende groothede deur letters) bet die aangeleentheid 
grootliks verander. Harper (1987: 78) beskryf dit soos volg: 
"Here then is an example of a change in language system used in algebra - a new 
concept, and the meaning previously given to tl1e 'unknown' is radically 
changed". 
Algebra het as gevolg van hierdie verandering ver bo die vermoe van enige natuurlike 
taal ontwikkel. Dit bet die deure vir die ontwikkeling van abstrakte algebra 
oopgemaak. Brodie (1989: 49) dui aan dat dit juis die gebruik van simbole is, wat 
algebraiese notasie van natuurlike taal verwyder. Herigone (soos aangehaal deur 
Cajori 1928a: 426) se in sy voorwoord: "I have invented a new method of making 
demonstrations brief and intelligible, without the use of any language". Algebraiese 
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simbole het dus self 'n taal geword. Brodie ( 1989: 49) beskryf dit as 'n spesiale soort 
taal. Alhoewel algebra dus uit natuurlike taal ontstaan het, het dit so gegroei dat 
natuurlike taal dit nie meer kan bevat nie. Omdat simbole egter so spaarsamig 
moontlik gebruik moet word, is die suiwer gebruik van simbole onaanvaarbaar, veral 
tydens onderrig. Daarom g\o Jarvis ( 1992: 60) dat wiskunde uit twee tale saamgestel 
is, een wat bestaan uit wiskundige simbole en die ander uit woordsimbole. 
6.4.1 Spontane gebruik van simbole 
In enige taal, soos Afrikaans of Engels, is daar letterlik duisende afkortings waarmee 
woorde wat dikwels voorkom afgekort kan word. Alhoewel mense nie gedwing word 
om die afkortings te gebruik nie, word dit algemeen gebruik. In skoolwiskunde word 
nie voorsiening vir hierdie natuurlike proses in die onderrig en leer van algebra 
gemaak nie. Pegg en Redan (1990: 19) het bevind dat die tradisionele aanslag waarop 
algebra ingelei is, naamlik "to quickly introduce symbols in some form via exercises 
in substitution, simplification, or elementary equations and within a short time to 
discuss and develop procedures for manipulating these symbols" nie suksesvol is nie. 
Cunningham (1986: 224) stel dit soos volg: 
"The abstract nature is over-emphasized, rather than introducing algebra as a 
natural extension of concepts and ideas already encountered". 
Leerlinge moet van die staanspoor af geleer (of gedwing) word om x2 en x3 in plaas 
van xx en xxx respektiewelik te skryf. Dit het tot gevolg dat daar geweldige 
verwarring by leerlinge bestaan tussen 2x en x2. Hulle verstaan met ander woorde nie 
wat x2 beteken nie. As hierdie vervanging spontaan deur die leerlinge self gedoen 
word, sal baie van hierdie probleme vanself verdwyn. Wie sal tog "a.g.v." met "as 
gevolg van" vervang as hy nie weet wat dit beteken nie? Dit is opmerklik dat 
Descartes voorkeur aan xx in plaas van x2 gegee, hy het selfs baie keer xxx in plaas 
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van x
3 gebruik; eers rondom 1800 is x2 en x3 ook algemeen gebruik (Groza 1968: 
251 ). Wiskundige simbole het oor 'n lang tydperk ontwikkel. Dit was 'n natuurlike 
proses wat eeue geneem het om te standaardiseer. 
6.4.1.J Ge/ykaan-teken 
Daar is talle navorsers wat die verkeerde begrip van die = -teken by leerlinge 
geldentifiseer het. Hulle sien die = -teken as 'n "doen iets simbool", of as 'n 
skeidingsimbool. Maar uit die historiese oorsig in Hoofstuk 2 blyk dit dat daar geen 
dringendheid vir die gebruik van die simbool is nie. Dit staan nie in die pad van 
wiskundige ontwikkeling nie. Alhoewel Diophantus alreeds 275 v.C. die afkorting tcr 
vir tcm~ (gelyk) in sy Arithmetica vir gelykheid gebruik het, het die klassieke 
skrywers verkies om eerder woorde soos aequales, aequantur, esgale, faciunt, ghelijk, 
of gleich uit te skryf (Smith 1953: 410). Cajori (1928a: 297) wys op gevalle waar 
aequales afgekort is deur aeq. Alhoewel Robert Recorde in 1557 vir die eerste keer 
ons moderne gelykaan-teken ( =) gebruik het, het die mees gesiene wiskundiges van 
daardie tyd, vir nog 'n honderd jaar, geen simbool vir gelykheid gebruik nie. Selfs 
Viete wat as die vader van algebra bekend staan, het in sy Opera Mathematica in 
1646 geskryf 
"I QC 15 QQ + 85 c 225 Q + 274 N aequatur 120" 
(i.p.v. x 5 -15x4 + 85x 3 -225x2 + 274x = 120 ). Dit was eers diep in die agtiende eeu 
wat die teken deur alle wiskundiges aanvaar is. Teen daardie tyd het algebra alreeds 
ver ontwikkel. Dit is dus glad nie noodsaaklik om die = -teken op skool te gebruik 
nie, maar dit is wel gerieflik. Die gebruik van die teken kan dus eerder aan die 
natuurlike behoefte wat daar by die leerlinge ontwikkel, oorgelaat word. Op hierdie 
wyse sal baie wanbegrippe self verdwyn. 
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6.4.1.2 Kombinasies van tekens 
Daar is nog baie voorbeelde waar die gebruik van simbole onnodig op leerlinge 
afgedruk word. Ons sien dit veral in die gevalle waar 'n simbool gebruik word om 'n 
kombinasie van simbole te vervang, byvoorbeeld 'n ~ vir die diskriminant b2 -4ac. Die 
leerlinge moet self die voordeel van algebralese simbole beleef en dit daarom 
gebruik. 
6.4.2 Wiskunde oplossing in prosavorm 
Vir die verstaan van algebralese simbole is die bou van verwantskappe noodsaaklik, 
maar De Morgan (Arcavi & Bruckheimer 1989: 37) waarsku dat hierdie 
verwantskappe in algebra nie gebou kan word deur boeke te lees nie. In algebra is dit 
'n moeilike proses wat deur die leerlinge self gedoen moet word, normaalweg met 'n 
pen in die hand. Die metode van onderrig wat De Morgan aanbeveel is: 
" ... to write the whole of the symholical part of each investigation, filling up the 
parts to which we have alluded, adding only so much verbal elucidation as is 
absolutely necessary to explain the connexion of different steps ... ". 
Die historiese ontwikkeling van algebra en veral die gebruik van algebrafese simbole 
dui op die belangrikheid van die woordelikse uitskryf van redenasies en motivering. 
Die redakteur van die American Mathematica/ Monthly waarsku sy skrywers (in 
Austin & Howson 1979: 178): "Remember that most people understand words more 
rapidly than formulas". Hierdie waarskuwing is aan wiskundiges gerig, nie aan 
leerlinge nie. Austin en Howson ( 1979: 179) waarsku veral teen die vroee gebruik 
van simbole: "The premature introduction of formal language can, therefore, be 
mathematically unproductive". In Hoofstuk 5 is die belangrikheid van die spaarsame 
en oordeelkundige gebruik van simbole aangetoon. Die gebruik van simbole kan dus 
tot die minimum beperk word. Diophantus het baie min van simbole gebruik gemaak, 
hy het dikwels 'n bewerking eerder in woorde beskryf en het slegs een simbool vir die 
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onbekende gebruik (Cajori 1928a: 72). Die beperkte gebruik van simbole, met 
woordelikse verduidelikings, hou volgens De Morgan groot voordele in en is die 
arbeid werd. Hy stel dit soos volg: 
"This may appear an alanning labor to one who has not tried it, nevertheless we 
are convinced that it is by far the shortest method of proceeding, since the 
deliberate consideration which the act of writing forces us to give, will prevent 
the confusion and difficulties which cannot fail to embarrass the beginner if he 
attempts, by mere perusal only, to understand ne\\r reasoning expressed in a new 
language. If, while proceeding in this manner, any difficulty should occur, it 
should be written at full length, and it will often happen that the misconception 
which occasioned the embarrassment will not stand the trial to which it is thus 
brought". 
(soos aangehaal deur Arcavi en Bruckheimer 1989: 35) 
Volgens Jarvis (1992: 62) moet die leerlinge die geleentheid kry "to bring their 
thinking into the open" en "to test their ideas by externalising them". Die skryf van 
oplossings in prosavorm, met volledige verduidelikings in woorde, hied juis aan die 
leerlinge hierdie geleentheid. Die verbalisering van gedagtes hoef nie net by skryf te 
bly nie, die leerlinge kan dit ook mondelings doen. 
In wiskundehandboeke wat handel oor abstrakte algebra (kyk Hungerford 1990) is dit 
algemene gebruik om die bewyse en oplossings in prosavorm en die verduidelikings 
in woorde te skryf. 'n Voorbeeld hiervan is die bewyse wat in Hoofstuk 3, paragraaf 
3.4 voorkom. In Hungerford (1990: 433) se boek oor abstrakte algebra kom die 
volgende sin in 'n bewys (wat eers in die derde of vierde jaar op universiteit gedoen 
word) voor: "Furthermore, Q lies on the unit circle x2 + / ~ I. Therefore angle POQ 
has cosine 112 (the first coordinate of Q) and hence has measure 60°", maar in 
standerd a1,>t sal ons dit eerder skryf as cos 01 = 3, : . 01 = 60°. Daar is dus 'n 
onnodige beheptheid met simbole op skoolvlak. Op hierdie wyse word algebra 
onverstaanbaar gemaak en gaan baie van die struktuur (sowel as die plesier) van 
algebra verlore. 
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6.4.3 Woordsomme 
Enige onderwyser ken die reaksie van leerlinge sodra 'n onderwyser die woord 
'woordsomme' gebruik. Burton (1988: 5) stel dit soos volg: "One need only utter the 
phrase "word problems" to elicit a sympathetic response ... ". Volgens Polya (1988:1-
22) is daar vier stappe in probleemoplossing: Die probleem moet eerstens verstaan 
word en daama moet die verband tussen die inligting en die onbekende gevind word. 
'n Plan om by die oplossing te kom moet saamgestel en uitgevoer word en dan moet 
die oplossing bestudeer word. Hy beveel aan dat die onderwyser die leerlinge deur 
vrae leiding moet gee. Vrae soos: Wat is die onbekende? Wat is gegee? Wat salons 
die onbekende noem? Wat is die verwantskap tussen die gegewens? Is daar genoeg 
inligting gegee om die probleem op te los? Kyk na die onbekendes. Ken julle 'n 
probleem met soortgelyke onbekendes? 
Hierdie vrae dien dus as 'n aansporing vir die leerlinge om die probleem formeel te 
beskryf en begin dan tradisioneel soos volg: "Ste! x~ ... en y~ ... ". Maar heel dikwels 
bring hierdie formele manier die leerlinge nerens nie, want op hierdie wyse verkry 
hulle geen insig in die probleem nie. Die beskrywing van groothede in terme van 
letterveranderlikes verloor semantiese krag wat die groothede se name in natuurlike 
taal bied. Daar is dus 'n verlore skakel in die teorie van Polya, wat in die geskiedenis 
van algebra!ese simbole uitstaan naamlik die stelselmatige oorgang van woorde na 
simbole. In Burton ( 1988: 6) se metode wys bogenoemde duidelik uit. 
6.4.3.1 Burton se metode vir die oplos van woordprobleme 
Die metode word aan die hand van die volgende van die voorbeeld ge!llustreer: 
'n Beunie beval R460, wat bestaan 11it R5-note, RIO-note en R20-note. Die aantal 
R5-note is tier meer as tweekeer die aantal RIO-note, tenvyl die aantal R20-note 6 
minder i< as die aantai RIO-note. Hoe1.ul wn elke noot is in die beunie? 
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Die eerste stap volgens Burton (1988: 6) is om die probleem korter (sinkoperend) te 
skryf, en om die onnodige woorde uit te laat. Die voordeel hiervan is dat die betekenis 
nie verlore gaan nie en dat die leerlinge hulle sterkte in natuurlike taal kan gebruik 
om die voorwaardes en verbande in die probleem te verstaan. Burton (1988: 6) wys 
veral op die behoud van werkwoorde, want dit is die woorde wat betekenis gee: 
"Cntil the student has a verb for problem statements, possession of algebraic 
words for all the appropriate nominals cannot lead to an equation". 
Volgens haar kan slegs twee werkwoorde in 'n algebraiese sin voorkom naamlik "is" 
en "kleiner as". Woorde soos "kleiner en gelykaan" is maar slegs kombinasies en 'n 
herrangskikking van hierdie woorde. 
Om die probleem se oplossing in 'n natuurlike taalkonteks te begin, begin ons met 'n 
sin in Afrikaans (op 'n telegrafiese wyse ): 
TOTALE GELD in beursie is R460 
Die begin van die sin is die kem en dit bevat alreeds die werkwoord. Ons kan hierdie 
sin nou uitbrei deur die verwysings na die totale geld te vervang. 
Waarde van R5-NOTE + Waarde van RIO-note + Waarde van R20-note ~ R460 
of 
R5 (Aantal VYFS)+ RIO (Aantal TIENS) ~ R20 (Aantal TWINTIGS) ~ R460 
Sodra 'n sin in natuurlike taal op hierdie wyse algebraies gekodeer is, het dit 'n 
algebraiese vergelyking met reele getalle geword. In die volgende vlak kan die 
verwysings na die waarde van die R5-NOTE en die waarde van die R20-NOTE 
vervang word. Die AANTAL R5-note word 2(AANTAL TIENS) + 4, terwyl die 
AANT AL R20-NOTE geskryf kan word as AANT AL TIENS - 6. 
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R5[2 (TIENS) + 4] +RJO[TJENS] + R20[TIENS-6] ~ R460 
Op hierdie wyse kan die leerlinge 'n vergelyking saamstel wat die hele probleem 
opsom. Noudat slegs een veranderlike in die vergelyking voorkom, kan die 
vergelyking met sintaktiese transfonnasie in die nodige algebraiese taal omgesit word: 
5(2t + 4) T JOt + 20(t - 60) - 460 
Omdat hierdie prosedure met 'n betekenisvolle Afrikaanse sm begin, behou die 
vergelyking sy semantiese krag in en kan die leerlinge sinvol op hulle infonnele 
kennis van gewone taal bou. 
6.4.3.2 Parallelle tussen Burton se metode en die historiese ontwikkeling 
In die historiese ontwikkeling van algebraiese simbole sien ons ook hierdie vergete 
taalkundige stap waarop Burton klem le. In die volgende voorbeeld kom die stappe 
duidelik na vore. In die retoriese fase is die probleem eers woordeliks beskryf en 
opgelos. Byvoorbeeld: 
Drie vennenigvuldig met die derde mag van 'n onbekende getal waarvan ses 
vennenigvuldig met die vierkant van die onbekende getal afgetrek is, is 
gelyk aan die som van vyf en die produk van vier en die onbekende getal. 
In die sinkoperende fase is die probleem meer kompak geskryf en is alle oorbodige 
inligting verwyder. Meestal is afkortings vir woorde gebruik. 
In woorde 3 derdemagte minus 6 vierkante is gelykaan 4 getal plus 5 
M.b.v. afkortings 3 Cu m 6 Sq ae 4 no p 5 
Dit was eers met die simboliese fase waar algemene simbole gebruik is. Die probleem 
word dan soos volg geskryf: 
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Viete (1591) 3Acubum - 6 Aquadratum aequatur 4A + 5 
Descartes (1637) 3xxx - 6xx oc 4x + 5 
Modem 3x3 - 6x2 = 4x + 5 
Daar is dus 'n groot mate van ooreenstemming tussen die historiese ontwikkeling van 
algebraiese simbole en Burton se model vir die onderrig van verbale probleme. 
Alhoewel Polya 'n geweldige bydrae tot probleemoplossing gelewer het, kom hierdie 
historiese stap nie in sy werk voor nie. 
6.5 Gevolgtrekking 
In die model vir begripsvorming is dit duidelik dat die historiese ontwikkeling van 
algebraiese simbole op dieselfde wyse ontwikkel as wat wiskundige begripsvorming 
plaasvind. Daar moet dus in die onderrig meer klem op wiskunde as 'n prosedure gele 
word. Sonder hierdie basis kan betekenisvolle begrippe nie tot stand kom nie en kan 
wiskundige begrippe nie as 'n selfstandige entiteit bestaan nie. Dit dien as 
voorwaarde vir die bou van verbindings tussen verstandsvoorstellings van konsepte. 
Sonder 'n behoorlike prosedurele basis vir begripsvorming is die hele onderrigproses 
dus nutteloos en is betekenisvolle verstaan onmoontlik. 
Vir die verstaan van algebraiese simbole is die bou van verwantskappe noodsaaklik, 
maar in algebra is dit 'n moeilike proses wat deur die leerlinge self gedoen moet word. 
Omdat simbole nie maklik verstaanbaar is nie, moet simbole spaarsamig en 
oordeelkundig in die onderrig gebruik word. Die belangrikheid van die woordelikse 
uitskryf van redenasies en motivering kan nie genoeg beklemtoon word nie. Dit gee 
struktuur aan 'n oplossing en maak dit meer verstaanbaar. Die beste wyse waarop dit 
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aangeleer kan word, is wanneer oplossings m prosavorm met beperkte simbole 
geskryf word. 
Daar is baie voorbeelde waar simbole onnodig op leerlinge afgedruk word. Dit kan 
eerder spontaan deur die leerlinge gebruik word, terwyl die standaardisering eers later 
kan plaasvind. Ons sien dit veral in die gevalle waar 'n simbool gebruik word om 'n 
kombinasie van simbole te vervang asook in die gebruik van die gelykaan-teken. Die 
gebruik van letters vir onbekende groothede het so 'n belangrike rol in die historiese 
ontwikkeling van algebralese simbole gespeel, dat dit noodsaaklik is dat die leerlinge 
die gebruik daarvan moet aanleer. Daar moet egter in gedagte gehou word dat dit 
histories 'n stadige en moeilike proses was. Die leerlinge moet self die voordeel van 
algebralese simbole beleef Op hierdie wyse sal die leerlinge die behoefte ontwikkel 
om selfs ook woordprobleme algebralese te beskryf 
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7. Samevatting en aanbevelings 
7.1 Samevatting 
Hoerskoolalgebra is 'n simbooldeurdrenkte wiskundige terrein. Die handboeke, 
sillabusse en klaskamers getuig van 'n oorbeklemtoning van algebralese simbole. Die 
vraag is of die gebruik van simbole noodsaaklik is? 
In hoofstuk 2 en 3 is aangetoon dat die krag van wiskunde in die gebruik van simbole 
le. Dit is opvallend dat elementere algebra byna vervolmaak was nog voordat 'n 
behoorlike simboliese notasie ontwikkel is, byna alle vergelykings is opgelos. Dit het 
egter met baie moeite en inspanning geskied, daarby was dit ook 'n baie langdradig en 
stadige proses. As gevolg van die verstandelike eise wat dit gestel het, was dit slegs 
vir 'n klein handjie vol wiskundiges beskore. Met die gebruik van algebralese simbole 
het lineere algebra so vereenvoudig dat dit binne die bereik van byna alle mense was. 
Algebra is daarna algemeen gebruik, veral as instrument vir die oplos van probleme. 
Die rede hiervoor is dat algebralese simbole die gebruik van standaardalgoritmes 
moontlik maak. Hierdie algoritme kan byna sonder enige denke ingespan word. Die 
gebruik van simbole het veroorsaak dat lang geskrewe uitdrukkings saamgepers word, 
sodat dit vinniger verstandelik ondersoek kan word. 
Vera! Viete se gebruik van letters vir bekende, sowel as onbekende groothede het 
algebra dramaties verander. Algemene logiese verwantskappe kon ondersoek word. 
Dit het aanleiding gegee tot die ontwikkeling van abstrakte algebra. Die krag van 
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algebra le dus in die gebruik van simbole. Daarsonder sou wiskunde nie tot die 
huidige vlak kon ontwikkel het nie. Die gebruik van simbole is dus 'n moet! 
Die krag van simbole le egter veral in die feit dat simbole as substitute vir konsepte 
kan dien en so die vorming van konseptuele entiteite kan bevorder. Omdat die krag 
van simbole hierin le, skuil daar 'n groot gevaar in die gebruik van simbole. As 
simbole los is van sinvolle verstandsvoorstellings, is daar geen krag in simbole nie. 
Die ontdekkers van simbole het dit geskep om hulle self mee uit te druk, maar in 
skoolwiskunde doen ons dit omgekeerd. Nog voordat voldoende 
verstandsvoorstellings opgebou is, word daar op die manipulasie van simbole 
gekonsentreer. Simbole wat nie konsepsies reflekteer of aan 
verstandsvoorstellings verbind is nie, is nutteloos! 
Die gebruik van simbole is dus noodsaaklik, daarsonder sou wiskunde nie tot op die 
huidige vlak kon ontwikkel het nie. In hoofstuk 5 blyk dit egter duidelik dat daar ook 
nadele aan die gebruik van simbole verbonde is. Maar in die geskiedenis van 
wiskunde is dit duidelik dat die voordele van simbole die nadele daarvan oortref. Die 
grootste nadele verbonde aan die gebruik van simbole is dat dit wiskunde moeilik 
verstaanbaar maak en probleme van hul betekenis en konteks beroof. 
Die vraag is of daar 'n wyse is waarop simbole in algebra gebruik kan word sodat die 
krag van simbole ten voile benut word, sonder om die betekenis van wiskunde prys te 
gee? 
Daar bestaan we! wyses waarop algebralese simbole gebruik kan word sodat die 
voordele daarvan ten voile benut kan word en die nadele daarvan sover as moontlik 
vermy kan word. 
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• Simbole moet spaarsamig gebruik word. 
• Eenvoudige simbole moet gebruik word. 
• Slegs die noodsaaklike simbole moet gebruik word. 
• Verduidelikings en motiverings moet in woorde geskied. 
• Die oplossings moet in prosavorm uiteengesit word. 
• Slegs een simbool moet sover moontlik vir 'n be grip gebruik word. 
• Simbole moet konsekwent gebruik word. 
Die voordele en nadele van die gebruik van simbole le so naby aan mekaar dat die 
onoordeelkundige gebruik van simbole voordele in nadele kan verander. 
7.2 Onderrigimplikasies 
Die vraag ontstaan watter wyse die mees effektiewe is waarop algebraiese simbole in 
die onderrig gebruik kan word? 
l. Die historiese-kenteoretiese perspektief van algebra blyk algebra meer 
betekenisvol te maak vir die leerders. Die historiese ontwikkelingsproses van 
algebraiese simbole gee aan 'n onderwyser leiding om die krag van simbole te 
benut en valstrikke, wat saam met die gebruik van simbole gaan, te vermy. Die 
leerlinge moet self ook die geleentheid gegun word om self deur hierdie proses te 
ontwikkel. Eers moet oplossings woordeliks uitgeskryf word, daarna kan 
afkortings gebruik word en dan eers moet simbo\e spontaan ingevoer word. 
2. In die model vir begripsvorming is dit duidelik dat die historiese ontwikkeling van 
algebraiese simbole op dieselfde wyse ontwikkel as wat wiskundige 
begripsvorming plaasvind. Daar moet in die onderrig dus meer klem op wiskunde 
as 'n proses gele word. Sonder 'n behoorlike proses vir begripsvorming is die hele 
onderriggebeure nutteloos en is betekenisvolle verstaan onmoontlik. 
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3. Vir die verstaan van algebraiese simbole is die bou van verwantskappe 
noodsaaklik, maar in algebra is dit 'n moeilike proses wat deur die leerlinge self 
voltrek moet word. Omdat simbole nie maklik verstaanbaar is nie, moet simbole 
spaarsamig en oordeelkundig in die onderrig gebruik word. 
4. Die belangrikbeid van die woordelikse uitskryf van redenasies en motiveringe 
kan nie genoeg beklemtoon word nie. Daardeur word struktuur aan 'n oplossing 
gegee en dit word ook meer verstaanbaar gemaak. Die beste wyse waarop dit 
aangeleer kan word, is wanneer oplossings in prosavorm met beperkte simbo\e 
geskryf word. Alhoewel die akkuraatheid van simbole belangrik is, is die mate van 
akkuraatheid en presiesheid wat op skoolvlak benodig word, van geringe aard. 
Hierdie akkuraatheid kan met baie min algebraiese simbole bereik word. 
5. Daar is baie voorbeelde waar simbole onnodig op leerlinge afgedruk en die 
gebruik daarvan verhaas word. Die leerlinge moet die geleentheid gegun word om 
simbole spontaan in te voer en te gebruik. Daama kan standaardisering eers 
plaasvind. Die historiese oorgang van woorde na simbole was 'n natuurlike en 
spontane proses wat langsamerhand plaasgevind het. 
6. Daar is egter simbole wat so 'n belangrike rol m die ontwikkeling en 
vereenvoudiging van algebra speel dat dit nie aan die spontane gebruik van die 
leerlinge oor gelaat kan word nie. Die gebruik van letters vir onbekende groothede 
het so 'n belangrike rol in die historiese ontwikkeling van algebraiese simbole 
gespeel, dat dit noodsaaklik is dat die leerlinge die gebruik daarvan moet aanleer. 
Dit gee ook toegang tot die verdere bestudering en gebruik van algebra. Daar moet 
egter in gedagte gehou word dat dit histories 'n stadige en 'n moeilike proses was. 
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7. In die onderrig van algebra moet die leerlinge self die voordeel van algebraiese 
simbole beleef. Op hierdie wyse sal die leerlinge die behoefte ontwikkel om dit te 
gebruik. Hulle moet die krag daarvan beleef. 
7.3 Temas vir verdere navorsing 
Die prosesbenadering historiese-kenteoretiese metode moet verder verfyn word. 
Alleen deur klaskamergerigte navorsing kan die tydstip wanneer van een fase na 'n 
antler gegaan word asook die wyse waarop die leerstof volgens die prosesbenadering 
onderrig moet word, nagespoor word. 
Daar sal meer navorsing gedoen moet word oor die minimum simbole wat op elke 
skoolvlak benodig word en watter simbole deur die leerlinge self gegenereer en 
bemeester kan word. 
Navorsing moet gedoen word oor die wyse van invoer van spontane 
simbooltoekenning deur die leerlinge en die standaardisering daama. Die tyd wat 
leerling nodig het om simbole te ontwikkel en te verstaan moet ook ondersoek word. 
Die vraag is of die leerlinge eers afkortings gaan gebruik en daama simbole en watter 
soort simbole gebruik gaan word? 
----·----
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